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"Caminante no hay camino, 
se liace camino al andar” 


A a 
dela sabiduría popular. cobran plew vigencia en la actividad de prefesional de Manuel 

COVEÑAS NAQUICHE, con justicia "el Isaac Asimuy de las matemáticas peruanas" par su 

prolífica producción Inbiográfica -eu el órea dudáctica= en eta no Jcil ciencia formal 


En efecto. Manolo, como le gusta que le digan sus amigos. se abra cemno como wn extraordina- 
ria docente, por sus virtudes didár ticas, ¡innuas cn él, y por su sencillez; ahora, sigue cam 
de, haciendo camino, en cl dificil arte de 1vear libros... ¿no se duerme en sus lanreles!, por eso, 
sigue mejorando sus textos escolares, gracias u su experieuria pedagógica y a los consejos de 
uno de los eleaentos fundamentales del proyeso enseñanza-aprendizaje: ¡Lil MAESTRO DIG 
AULAS, con quien está en permanente contucto. 


Con ocasión de est segunda edición ampliada y corregida de sustesosde MATEMÁTICAS, para 
coda uo de ls gras de Educación Sr mndovia, nos presenta mua nueva estrena de los mismos: 


¡E Una exposición teórica sencilla, accesible al alumno, de cada uno de los temas tratados, que 
se ve clarificuda con. 

> Ejemplos resueltos en orden de dificultad progresiva y com... 

1% Talleres para cada capilo, a desarrollarse en rlase, ¡mejor «¿es a nivel grupal! anotivando 
asi la participación activa de los educandos. 


Nin contento con esto, añade: 


ES Ejercicios de reforzamiento en dos niveles. según el grado de dificuliod y. 
Es Propuesta de Olimpiadas Matemáticas, con su respectivo desarrollo, que globolizan los co. 
ocintientas mmpartdos en cada nmidad termáti o. 


Como pueden apreciar amigos/as lectores/as, estos textos se convierten en un material de 


iusalorable valor pedegógico. porque, facilitan el proceso de la enseñanza-aprendizaje de las 
Matemáticas. srber que permite optimizar la capacidad lóxurer-sleductiva del ser luuano. 


Prof Lucio R Plmoo 4. 
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Y TABLAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


1.1. ÁNGULO TRIGONOMÉTRICO 


¡Cuando nos relerimos al ángulo trigonométrico tenemos que recurrir a un efecto comparati- 
vo con el ángulo geométaico, para su mejor comprensión det alumno. 


L LA GEOMETRÍA PLANA! 
Ha definido al ángulo como la atertura determinada por dos rayos a partir de un mismo 
punto 
Para su mejor ustración, veamos el gráfico siguiente 
Características: 


1. Son estáticos (No tienen movimiento) 

2. — Notienen sentido de giro por lo tanto no se pue- 
de hablar de ángulos negativos, ya que todos 
son positivos. 


3. Porno tener movimiento, están limitados en su 
magritud; o sea. 


10*< Ángulo geométrico < 360" 


ll. LATRIGONOMETRÍA PLANA. 


Ha definido al ángulo como el que se genera por el 
movimiento de rotación de un rayo al rededor de un 
extremo, desde una posición inicial hasta una pos!- 
ción final La amplitud de la rotación es la medida del 
ángulo trigonométrico. La posición final se llama lado. 
termal, y el extremo del rayo se llama vérice del 
ángulo. 


Mm e Panuel Precios Vaqaihit? 


Donde: 
O: Vértco ÚA > Ladoinicia 
DÉ: Lado terminal 0-  = Medidadel ángulo trigonométnco 


Características: 


Antihorario: Horario 


1. Sonrotacionales (requieren movimien- 
10 para su lormación) 


2. — Susentido de gro, está definido asi. 


Para su mejor comprensión veamos el 
siguiente gráfico, 


Es un ángulo positivo (sentido 

anthoraro) 

$" Es un ángulo negativo (sentido 
horario) 


3. Sumagnitud, no tiene límites. 


Luego. —Séngulotigonomético.Ss= | 


1.11 ÁNGULOS COTERMINALES O COFINALES: 


Hablar de ángulos coterminales o Cofinales, significa demostrar el porqué los ángulos 
trigonométrcos no tienen limites en su magnitud. 


Se denominan ángulos coterminales, aquellos ángulos que tienen el mismo tado inicia y el 
mismo lado terminal, dlerenciándolos solamente el número de vuelas. 


Para su mejor comprensión, veamos algunos ángulos coterminales con relación al ángulo "o". 


TL Matemática 8 


PARA ÁNGULOS POSITIVOS: 


- Ángulos coterminales del ángulo “a” 


P,=1 vueltas a 


vuellas + a 


+ Grado sexagesimal 
4009 1 revolución — (G) — - Grado centesimal 


PARA ÁNGULOS NEGATIVOS 


- Ángulos coterminales del ángulo “a” 


D,=-1 vuelta=a 


3 


2 vueltas -a. 


13 


B,=n vueltas -«. 


PS ET YE 


A 3 Número entero negativo (-1,-2, -3,-4..) 


Lon emma 
MÍ: Argo ciatcitora men sia ua llo alo 


Ear Panel Covcñas Magulcico 
MATEMÁTICAMENTE 


Se puede evaluar asi: Siendo “x" y "y" dos ángulos coterminales, se venia lo siguiente: 


x-y=2nn Mb donde: "x" e "y están en radianes 
Ney =(9609' Mb ¿donce:"x" ey están en gracos sexagesimales 


x-y=n(4009) MM :gonde:"x'e”y" están en grados centesimales. 


EJERCICIOS DE APLICACIÓN 


Cumdo los dos ángulos son postivos: 
Erico (¿Deck sitos ángues: 15 y 375 son coteminates? 
A o e +] RAT 


resta veamos. 
TRENT + Como ta Gerencia delos ángulos a o- 
375" 16"=380' <> Luplla úsultado un número entero de vueltas (1 
E vuelta), esto nos indica que los ángulos sí 

MÉTODO GRÁFICO: RS 
TA + Comos muestra enga los des án 
eS gules sísoncotermiates porienerelmi- 


'mo lado inicial y el mismo lado terminal 


15* y 375" si son ángulos coterminales. 


espe ¿Dec os ángulos 256 y 76 son cteminats? 


Resolución: 
Aplicando el mismo criterio que 976-256 =720" =2(360") <> 2 vueltas 

el problema antenor obtenemos: 

Como la dierencia de los dos ángulos a resultado un O 


quelos dos ángulos sí son coterminales. rus que: <> exige) 


número entero de vueltas (2 vueltas), esto quiere decir ( NOTA: Recordare"y 
Ae equivalencia 


34? y 754" si son ángulos coterminales 


HL Matematica Bl, E] 


Cuando los dos ángulos son negativos: 


AA E 


Resolución: — Para estetipo de problema donde los dos ángulos son negativos se puede 
resolver de 3 lormas, veamos 


Phwena Forwaz] (507 - (-410")=-50" + 410"= 360" <> 1 vuela 
AS A 


-30* y -390" sí son ángulos colerminales 


Seounoa FOÓMAs] — (-410") -(-50") =-410" +50" =-360" <>- twuelta 
AS 


+ Comoladilere jtado Un número — ts 
entero de wuelas (1 vue), esto quiere. | NOTAS Reciente que nine 
decir que los dos ángulos si son a erteros pois on: 1.2.3, 
colerminales. ". AAA 


Tracia Forwa: |(uétodo gráfico) 


+ Comose muestra en la figura los dos án- 
gulos si son coterminales por tener el mis+ 
mo lado inicial y el mismo lado terminal 


-50* y -410*stson ángulos coterminales 


Cuando un ángulo es positivo y el otro negativo: 
Ejercicio ($). ¿Decw silos ángulos: 830" y -250* son coterminales. 
Resolución: — Aplicando el criterio del ejercicio 1 obtenemos: 


Epa 


830" - (-250") = 830" + 250" = 1.080" =3 (360) <> 3 vueltas 
a 


+ Comola dierencia de dichos ángulos a resultado un número entero de vueltas, esto 
¡Quiere decir que los ángulos sí son coterminales: 


1880" y -2501 si son ángulos coterminales 
SEGUNDA FORMA: | (-250") -(830") =-250"- 830" =- 1080" =-3 (360")=<>-3 vueltas 


+ Comola diferencia a resultado Un número entero de vueltas (-3 vueltas) esto quiere 
decir que los ángulos sí son coterminales, 


a Panel Caveñas Haguiche 
"TEncera FORMA: (Método gráfico) 


+ Comose muestra enla figura los dos dn- 
gados son colerminles por lena el mis 
"mo lado inicial y el memo taco terminal, <) ) ) uo 
20 


DÍ Cuando dos ángulos no son coterminales: 


Ejercicio ($). ¿Decrsitos ángulos: 42 y 750"son coterminaes? 


Resolución: — Aplicandoel mismo entero que los JA 
problemas anteriores, obtenemos: NOTA: Para saber cuantos 


meltos genera 792", dividimos 
TEO" - (-42") = 750" + 42" = 792" = 2,2 (360% dicha valor entre 360% veamas: 


792 | 360 


720 | ED—> Indica el número de vueltas 
20 ¡que genera el ángulo de 782". 


Be Luego: 7927 =2:2(860") 
No es número entero 


+ Comose observará los ángulos -42? y 750",no son coterminales, porque la diferencia 
de dichos ángulos no es un número entero. 


"NOTA: Porazabercuonas vuelta compras genero un ngolo [ZE se dude dicho 
ómgulo. entre 360". lo que resulte en el cociente xerá el mimern de vueltas que ha Rene 
radodicón ángulo EE) 


El Cuando son tres ángulos positivos 


Ejercicio (6)... ¿Decrsilos ángulos: 50", 410” y 770" son coterminales?. 
Resolución: 


Enprimer lugar Hallamos la dierencia. || En segundo lugar: hallamos la diferencia 
entre 410" y 50* entre 770* y 50* 

410" -50*=360*<>1 vuelta 770" - 50" =720*= 2 (960") <> 2 vueltas 

2 

+ Losángulos de 410" y 50” sison. [| . Los ángulos de 770” y 50” sí son 
colerminales colerminales 


L Matemática El PLN] 
Entercer lugar: hallamos la diferencia entre 770" y | |... Luego, diremos que los tres án- 

gulos. 50", 410” y 770" son 
Coterminales por dlerenciarse en 
un número entero de vueltas. 


Los ángulos de 770" y 410" si son coterminales. 


MÉTODO GRÁFICO 


¿Decir sí los ángulos 50”, 410* y 770* son coterminales? 


Resolución: 


= Como se observará en la figura, los tres dn- 
¿gulos tienen el mismo lado inicial y el mismo 

mo tado terminal, porla tanto los tres ángulos son 
coterminales. 


AM 


MÉTODO PRACTICO: > 


Este método consiste en did los ángulos 
mayores de 360”, Silos residuos son iguales 
al menor de los ángulos dados (menor de 
1360"). esto implica que los ángulos sí son 
coterminales. _ 


Ahora apliquemos éste método en el problema anterior, o sea ¿Decir si los ángulos 50”, 
10? y 770* son coterminales? 


Resolución: 
+ Comose observará, el menor de los 3 ángulos dados es 50” (menor de 360") 
Luego. dividimos los ángulos mayores de 360”, entre 360", veamos, 


410" | 300* 7ro* |_a60* 
3e0| 1 7ar| 2 
Resíduo =50" Residuo = 50" 


¡A E 


Los residuos hallados son iguales al ángulo menor o sea 50* entonces diremos que lo res 
“ángulos si son coterminales. 


El Cuando dos ángulos son positivos y uno es negativo. 


my Panuet Coueñas Nnquiche 
Ejrcicto( ¿Decir silos ángulos de 70*, 430* y -650" son coterminales? 
Resolución: 


+ Comose observará, el ángulo de menor magnitud es: 70” (menor de 360% 
Ahora, dvidimos los ángulos mayores de 360”, entre 360*, veamos. 


360" 
360" | 1 


-850:|_360* 
720" 
Residuo = 70% Reslduo = 70 


2 


Luego diremos que los res ángulos son coterrminales, porque los residuos de los ángulos de 
mayor amplitud son iguales al ángulo de menor amplitud o sea (70) 


MÉTODO GRÁFICO: 


¡Como se observará en la figura, los tres ángu- 
los tienen el mismo lado inicial y el mismo lado 
terminal por lo tanto los tres ángulos son 
úCoterminales. .. + 


A 
LES EJERCICIOS NE) 


EJERCICIO 1: ¿Decirstlos ángulos que se dan a continuación son coterminales? 


a) 70" y 430" e) 3so"y1060* .. [NG] , 1) s7oy 1510" .. EE) 
b) 210: y 930 D aso yizior  (BEJ | p 9er yes” 


O) 750 y 2550" a esyroos" (BE: to 1os0ryoras (E 


Bega 


6) 520" y 1600" b).12300y sio". BE | 1) 1.500" y 020" 


EL Matemática El an — 


EJERCICIO 2.: ¿Decir silos ángulos que se dan a continuación son coterminales?. 


a soya | any ano ED» aya 
Doy ao En coco y 000 EA 

e) -420*y 1 500". ME] ! 9) 80" y-6540 ma h) 290 y 1 444" 
ayan EN mery ED y eyes E 


EJERCICIO (3: : ¿Decir silos ángulos que se dan a continuación son colerminales? 


3) 160", 520' y 1 240% D 323%; 488 y -37" 
b) 835": 1555' y 1918" 


ua 
| q) 936%, 2016" y -504" 2] 
lol 


€) 5107, 1230" y 2310" h) 85%, 625" y 1 166" 


0) 420771 50073007. D 205% 9857 y La 


9) 407085012 D 15: 1soryeo 


EJERCICIO (4: ¿Dec qué valor debe tomar "a" para que sea coterminal con el ángulo de 80", 
y que valor debe tomar "P” para que sea coterminal con -50-7 


a) 


| Ey) ¿La Inca 


e 


E Pal Cos Maguahe O 


EJERCICIO '5 ; Marca con (V) la proposicion Verdadera y con (F) la proposición Falsa: 


y Ley sisoncolemaales (0) 

(a m7) py Y nosoncoterminales -. () 
2) 

M. «yy sisoncalermientes (0) 


IM. «0. py Y sion coterminales — (—) 


EJERCICIO '6:: Marca con (V) la proposición Verdadera y con (F)la proposición Falsa: 


L a" yb*nosoncolerminales. LE) 
M. a*ye*sisoncaterminates 0 
| 
ÍN AA, ca 
; | IV. abr ye" no soncoterminales (0 
á ro aretr=z20 cy 
| 
Vi b*+*c"=1080" cc) 


2.1 SISTEMAS DE MEDIDAS ANGULARES ¡ 


En este campo de la trigonometria para expresar la medida de los ángulos se emplean los 
siguientes sistemas: 

1. Elsistema sexagesimal o sistema inglés 

2. Elsistema centesimal o sistema Irancés 

3. Elsistemaradal o sistema circular 


2.1.1 SISTEMA SEXAGESIMAL (S) 


Llamado también sistema inglés, es aquel sistema cuya unidad de medida angular es el 
*grado sexagesimal" (*) que es igual a la 360 ava parte de 1 vuelta (una crcunterencia) 


GRADO SEXAGESIMAL. 
Notación:] Grado sexagesimal E 
'Minulo sexagesimal Y 


Segundo sexagesimal —...1% 


[Equivalencias: 
1 circunterencia 360" <> 1wuela 
1 circunterencia. <> 4 cuadrantes 
1 cuadrante <> 90% 


vo 60 
€ A: En este sistema la crcunferen ros 60 

sia se divide en 360 pares. a) 1r<> 3600 
ES 


Erico $). Come: 4572500" a grados seapesimales 
Resolución: En primer lugar pasamos los 30" a grados, veamos: 


r 


207 <> Ie 0,008 39 me 30"<>0,0083* —... (1) 


E _—— — Panuct Coveñas Maguicho* 


En segundo lugar los 25 los pasamos a grados, veamos: 


E) 


Luego, a expresión: 48250", se puede escribir así: 
A 
Reemplazamos (1 y (1) en (1 
45"25'30" <> 45" 4 0.4167 + 0.0087 


0525 oro 050.25 mo [asrasaoieas as 


Ejercicio ($). Convert: 16,205 6” a grados, minutos y segundos sexagesimal. 
Resolución: 
- La expresión: 16.205 6*se puede escrbir asi: mp 162056" <> 16*+0205 6% 


Fracción de Gredos 
- Pasamos la fracción de grados a minutos, veamos: 
030 0 <> 0205 0% 52 12.395 


0205 6 < > 12336 <> 12 + 0396 "e 0,2056"<>12+0,396, 


Fran mat 
- Pasamos la Iracción de minutos a segundos, veamos: 


0.396 <> 0.395 % LL. 2016 me 2 0398%<> 20" 


1 


¿nom 


Earl saltado 20,167, 5 la if signieme ula "Coma decimal" fuese mayor a igual a 5 se 
“proxima la parte entera la unidad inmediaia superior. En este casa 20,16" querria como 20" yo 
¿que la sf siguicmne a la coma decimales menor que 5, en enzo que el esudtalo hubiera sido 20.547 
se aptiamará a 28" por ser la cifra que le sigue la vena decimal la cifra. pra su mejor compren 
sión veamos ros ejemplo 


O E mar 
Para nuestro ejercicio: 16,205 6* es equivalente a: — 16,205 6"<>16*+_0,205 6" 
12:4.0.396 


A = 16/2056" <> 16" 12:20" 20 


= TALLER DE 
EJERCICIOS N*(2) ] 


daa 
EJERCICIO 1): Convert a grados sexagesimales: e 
3) 60 3045" 
Resolución: 
60" 30'45*=60"+30 + 45" 
O 
60" +0,5"+0,0125" 
=60,5125" 
80" 30'45"=60,5125" — Apta. 
b) 15045 30" 
Resolución: 


f >: 


E a E 
c) 215" 24:36" 


Resolución: 


Apta. 21541" 


Panel Eoveñas Haguieha? 


EJERCICIO 2': Convenir a grados, minutos y segundos sexagesimales. 


9) 30,153" 
Resolución: 
30,153" = 30" + 0,169" 
4 
=90"+9,18: 


30" [9018 


7 
3074 94 Al 


30.153*=30*9' 11% Apta. 


[Convertimos: 0.153" a minutos sexagesimales 


aso ost > 918 


se 0153 = 9,18" 
[Convertimos:0,18'a segundos sexagesimales| 
018 = 018: = 10. 

0.18 = 10,87 


b) 56.48" 
Resolución: 


Bpta. 56" 28' 48" 


Apta. 


129*15:30* 


a 


2.12 SISTEMA CENTESIMAL (C). 
amado también sistema Irancés, es aquel sistema que tiene como unidad de medida an- 
¡guiar el grado centesimal (g), que es Iguala la 400 ava parle del ángulo de una vuelta. 


Grado 
Cmicomal 


1 circunferencia 400 g <> 1 vuelta 
Y orcunerencsa <> 4 cuadrantes 
Y cuadrante <> 1009 
E ——— 19 <> 100min 
(NOTA: ti esto sitcom la curcunjeren 1mín <> 100seg 
«ia e divide ca 300 partes iguales 19 <> 10000seg 


Epoci(De Ca ROSES a GR caco 


tg 
455 <>055sx 0 000059 5 455<>000059 «(1 
10 000 s ii 


En segundo lugar pasamos los 25 min. a grados centesimales, veamos: 


=0259  25min<>029  -(M 


25 min < > 25 minx 29 
100 


Luego, la expresión: 50 925 min 45 s, se puede escribir así. 


50 925 min 45 s <> 50 9 +25 min +45 A 
Reemplazamos (1), (1) en (1% 


50925 min4S 5 <>  509+0,259+0.0045g 
<>  50g+025459 
50925imin 455 <> 5025459. 


Ejercicio ($) . Convertir: 20,346 5 9. a grados, minutos y segundos centesimales 
Resolución: 


La expresión: 20,346 5 g. se puede escribir asi: 


BT “Mar Corcóas Maga 


20.346 5g<> 209 +0,3465g — FrecciñadeGinalos 


- Pasamos la fracción de grados (0.3465 g) a minutos 


m 


BEST sy « is 


0,346 5 g <> 34.65 m 


0,346 59<> 34 m+ rc de minas 


- Pasamos la fracción de minutos (0,65 m) a segundos. 


085 m<> 065 fo MS 655 me 0.65 m<> 655 


Luego 1659<>2093m655 
— _ o 
( KncuA PRÁCTICA: 5 
Fin l óxema centesma, oa hallar os minos y los segundos, partir de la coma decimal hacia 


derechas span grupa. slo prom rape, on el segundo grapa 21 | 
L segomdos veamos 


20.34659<>209.34m.655 


cl e ! 


NOTA: Estaregla lo se cumple pura el sstcwa centesimal 


21.3 SISTEMA RADIAL (A) 


¡Llamado también sisterma cicular. es aquel 
sistema que liene por unidad de medida el A 
(Radian), que es el ángulo en el centro de 

tuna circunterencia cuya longitud de arco es. 

igual a la longitud del radio de la crcunte- 

renca, L 


Luego — 1wueta<>2mrad 


FL Matematica El 5 


Nota: 


1) Paralos cálculos se pueden considerar los valores de 1. como: 


x= 3,141 592 654 = 31416 


M) Definida la unidad Rradían se puede calcular la longitud de un arco de circunferencia 
dela siguiente manera 


Fórmula Importante: 


Ángulo enradian, — Longitud de arco, 


1radan > Y 


A 


Qs rain) 40 Es E A 
pora 20 srt: 
Dto 


Generalizado: —— Angulo.en Radanes = 


Así por ejemplo: 
Longitud de la 
2nt 


Ángulo de 1 vuelta = —“icunlerencia_ Ángulo de 1 vuelta = 2% 
en radianes) Longitud de radio (en radanes) Y 


Ángulo de 1 vuelta = 2 1 radianes = 2 x. rad. 
+ Para este sistema, emplearemos las siguientes equivalencias: 


EQUIVALENCIAS | 


EEE e 
o 


Y cuadrante <> Sn má <> Eorod [Scuadrantes <> 


Manuel Cnseñas Haguiehe 6” 
214 RELACIÓN ENTRE EL RADIAN Y EL GRADO SEXAGESIMAL 


Para establecer dicha relación se dobe recordar lo siguiente: 


2) Longtud dela crcunterenda e. lo=2w 
b) Longitud dela crcunferenca expresada en radanes. o to=2rma 
e) Longtud de la crcunterenia en el sistema seragesimal — “% Lo=360" 
Por consiguiente de (<) y (1), obtenemos. 

360" <> 2n rad (sacamos mitad a cada miembro). 180"<>wrad, 


De donde: 180*=180x 1% <> rad 
1e>= El (pero:n=9,1410) 
180 
141 6 
160 
201 <> = 0017 453 rad. 


re> «(efectuando la división obtenemos) 


Dela expresión: 180*< >rradanes "e 180"<>x (1 radian) 
De donde: 1 rad 180 > 1 rain ¿Peron =3,141 6 
1807 
31016 


< > 1 racián ; efectuando la división obtenemos. 


572957'< >1radán "e  S7174S'<>1radán 


57,295 7"<>57"1745" aproximadamente < > 1 radián. 


Ejercicio (Í). Convertir: 144* a radianes 


EN 


Resolución: NOTA: Para convertir 
los gradas sesagesimales 
radianes bastamud 


140 <> 144 xP mp Pero: <> rad 
1807 


1447 < > 140% E rad 
1807 


1440 < > 4% pag. [Selee:144" esiguala 4 pi sobre Sradianes) 
5 


CA A 1 
Ejercito E).  Comenir150" a atanes 


Resolución: 


150% < > 150% % E rad mm 1500 < > Enrad. 
180% 6 


Ejerilo ). Came 42"30 a ridanes 
hesotción 


1) Pasamos los 36 a grados sexagesimales 


E 
E 


<> rl Emo 36<>06 
La 


10 


Luego: 4236 <>426" — ” Elnúmero de grados que hemos hallado lo pa- 
samos a radianes 


Esta úlima expresión se puede escribi así: 
A2I5 <> (AR8)x1" + poro <> ODITASIrad. 


42736 <> (426)x0.017453rad,=0.743497 8 rad. 


42:96 <>0,7434978 rad 


Ejercito Ú). Comente: 38" 1915 aradanes 
resolución 


1 Pasamoslos 15" a grados sexagesmales 


A 


15 <> 15 0.004 16% 2 187 <> 0.004 16% dl) 


3 600 
1) Pasamos los 19'a grados sexagesimales 


<> 19 E = 0,916 66 19 <> 0,316 68% — .«M 
E 


La expresión 38" 19' 15", se puede escribirasi: 38" 19'15"<>38+19+15% MM) 


PE Pal Cocóns Magik 
Reemplazamos (1) y (1) en (11) 


38" 1915" <> 38" + O,31686" + 0.004 16" 


38" 1915" <> 38.32082* El número de grados hallados los 
pasamos a radianes 


38" 1915"<>38,32082:x 1% mb pero1?<>0017453rad. 
38"19:15" <> 38,320 82 x 0,017 453 rad. 


38" 1915" <>0.668 813 2 rad 


2.1.5 CONVERSIÓN DE RADIANES A GRADOS SEXAGESIMALES. 


Ejercicio $) Coma: 2% acres arcos sxgesinaes 


Era: Paro conveni 
radianes a grados 


tiplicar el 


rines por 9. 


mo. rad <> 150" 
6 


Elercicio (Í .. Expresar. 8,36 radianes en unidades de! sistema sexagesimal 
Resolución: E 
La espresión 8:36 rad. se puede escribi asi: 
D3Grad.<> 0I6x1 Ad o pero'11ad <> 572057" 
836 1ad.<> 8,36x57.205 7" =478:99205" 


BG rad.<> 478" 4 0,89205" 


Convernimeos minutos 


B361ad. <> 478" + 0.992 05 


8,96 rad. <> 478" + 59,523 


8,36 rad.<> 478" + 59'+ 0,523. Cimventimas u segundos 


AO ON 


NOTA: Para espresa un inn 
a enero de radianes, basta mati 
Aplicar el mumero de radianes pur 
57.295 7" y luego red la parte 
lcd a minuto y segundos, veo 
pre ero ejecicia, 


8:36 1ad.<>478" + 59'+ 0,523 x 


8.36 rad. <> 478" + 59'+ 31,38" 
836 rad <> 478" +59 +31 


78" 5931 


A 
Hosen: 
nena O REE 
E 


1025 rad. <> 587" +.0,280 89" Comvertimos 4 minutos 
E PRE 


10.25 1ad.<> 587” + 0,280 93" x > 
10.25 rad.<> 587" + 16,855 8" 


10,25 1ad.<> 587" + 164 0.8558: Comwentimosa segundos 
a A 


1025180. <> 587>+16 +0.855 8: x El 
T 

10,25 rad. <> 587" + 16'« 51,948" 

1025 rad. <> 587*+ 16'+ 51" =587* 16:51" 


2.1.6 RELACIÓN ENTRE LOSTRES SISTEMAS DE MEDIDAS ANGULARES. 


Sean *S”, “0” y "A" las medidas de un ángulo en grados sexagesimales, centesimales y 
radianes, respectivamente. Estos tres números serán dilerentes entre si, pero lo que si per- 
maneco constante es la relación que nos indica que parte es dicho ángulo, del ángulo de 
una vuelta 


Siendo: "e : E Estasrolaciones deben ser iguales” 


E Sacamos mad a cada término de los denominadores 


NOTA: Si queremar saber purque se 
Hna biendo esta fra simplificada. 


(Formula 
simpatica | "mans paa cinoiooaa 
ie 


Consideremos el arco AB. cuya medida en cada 
no de los sistemas es el siguente: 

AB =S (Grados Sexagosmales) 

AB =C (Grados Centesimales) 

A8=A (Radares) 


Consideremos también el arco ABA' cuya medt- | A” 
da en cada uno de los sistemas es la siguiente 


ABR = 180", en el sistema sexagesimal. (S) 
ABRA =200 9. en el sístema centesimal. (C) 
ABR =nrad, en elsistoma radial (8) 


POR PROPIEDAD EN GEOMETRÍA PLANA, SE SABE QUE: 


(Propiedad) 
Los ángulos en el centro de una circunteren= 

cia son proporcionales a los arcos - ROA e HE! 
intersectados por suslados.Así por ejemplo: 2 AON'  ABA' 


-Aplicamos esta propiedad en lasrelaciones (1) y (1): 


Donde: — S=Número de grados sexagesimales. 
C=Número de grados centesimales. 
'R=Nómoro de radianes. 


2.1.7 RELACIÓN ENTRE LOS SISTEMAS SEXAGESIMAL Y CENTESIMAL 


Dela fórmula: 


1 


Obienemos: 7 -L: 'Sacamos 20 ava a cada término de los denominadores. 
s, E 
E: (oonde 9* <> 10 
91 ha 


CONVERSIÓN DE GRADOS CENTESIMALES A SEXAGESIMALES. 
A A 


Resolución: 

Enta fórmula: 5 a =* Reemplazamos; C = 1609 
S_108 

Luego: SM sas 
sm 


Ejercicio ($). Convert: 28 g 32 min al sistema sexagesimal 


Resolución: — La expresión: 28 g 32 min so puede escribir así: 


28932 min<>289.+. 32 min Comenimasa gradas. 
[A | 
19 


28 9 32 min <> 28 g + 32 Mx —2— 
100 ia 


28 9:32 mín <>28 y + 0,32 9=28,32 9 
28932 min<>28,329 —m  : C=28329 


Ahora, convertimos los 28,32 g (Grados Centesimales), al sistema sexagesimal. 


Porfórmula: 
a Es me Reemplazamos: C =28,32 9 
9 10 
O a E 
910 0 
S = 25,488" <> 25% + 0.488" Comenimora mimos 
== 
S- 25" + 0,488" x Eo = 25429,28' 
S=25%4 291028. Comerimasaseguntos 


AAN 


sl Plana Crocias Naguiche” 


S = 2592917 


2504 204 16,8 


Sm 2504 294 028% 


Y 
A] CONVERSIÓN DE GRADOS SEXAGESIMALES A CENTESIMALES 


ejercio G). Coment: 136 al atra contes 


me — Reemplazamos: S=195" 


- o “10=c 150, 920 


Ejercito $) . Comer 3625. sea costa 
esclución: La expresión e puede esc at 
sora <> 300928 Cenas 
qrad EC 
as <> 30. 25 Ll 36% 4 0,416 7% 
00 
962s <> 6167 o Sano 


Ahora convertimos las 36.416 7* al sistema centesimal 
Porfórml: LL me Aeemplazamos:S =36.4166* 
E 


36.416 7" 


*10=C  ¿ 40,48%0 g= 


"NOTA: Para hallar el mimem de minos y segundos centesimales a partir de la coma 
A A 
pinar elaegunda grupo para los serán vegas como se separan os grupos: 


e 
C=04600, 

Primer Grupo Segundo Grupo! 

(8 de minuto) 8 de segundos) 


7 TALLER DE 
EJERCICIOS N*(3) 


EJERCICIO “1: Convertir a grados centesimales: 


2) 20930min tos ! [Convertimos: 40: a grados centesimats. 
Resolución: 105. 065% 9 - 00009 
20920 min 40=30 9 +30 min + 40 maior? 

¡min 40s=309+30 min + 40s 
es a 40 5 = 0,004 g 
20 9+039+0.004 9 | [Convertimos: 0 min gados centesimates 
-30.049 í 


NI] 90 min = 36 minx 19 099 
108 


30 9 30 mín 40 5=30,304 9 Apta. | ma 
! 30 min = 0.3 9 


b) 599 50 min 56 s ¡| 
Resolución: 1 


Apta. 5950569 


c) 62 y 49 minos 
Resolución: 


| pla. 824969 


ME “Part Cors Vague 


EJERCICIO 2. : Convert a grados, minutos y segundos centesimales; 


8) 46,258 39 [Convertimos:0,258 3 a minutos centesimales. 
Resolución: 
46250:3 9 =46 9 + 0,2569 g 


0.2583 9-05 att 250 min 


=46. 942583 min, 


=46 9 4(25:min + 0.83 mi] 


46 9 +25 min + 895 


:. 46/2583 9=46 925 min 83 5 


b) 47,3942 9 
Resolución: 


Apta. 47 y39 min 425 


c) 109,45379 
Resolución: 


pta. 103945 min 375 


Pacemacica 8] — = = 


CONVERSIÓN DE RADIANES A GRADOS SEXAGESIMALES 


Ejercicio (Ó). . Convenir: 32% rada grados sexagesinates 


ovotsción: 
Reemplazamos el valor de: A = e 
» 
Sn 
ss 
ta Ds o o 0 
e 180 a 
'MÉTODO PRÁCTICO: 6 
Sabemos que: 180” <> 200 g <> mrad. 
yl] 
Luego, comadinoelas mx nd gui sexagesimajs 
EN 3n 
AS p) 3136) mb 2 2 raa=108* 
z ME (36*) E 


CONVERSIÓN DE RADIANES A GRADOS CENTESIMALES. 
Ejercicio (É.. Convert: 2% rad. a gados centesimalos 
Resolución: 

Reomplazamos el valor de R= 


E 
Luego: Le 

a 
a ed 


Luego, converimos los 2% rada gados centesnales 


Pao) 2(40 9) me E radre0 


pe .. Manel Coscñns Haguiche? 


0 TALLERDE a 
EJERCICIOS Ne(4) 


a) 480 | | recuerda Que: 
Resolución: EA 
i 160 7 rd 
ao 0 ol 
e Donde: 180"<>mrab, 
E li tego: 
as0= En rad AS 1<> LIad (Factordo 
3 a ll > eo Conversión) 
b) 160* e) 45% 
Resolución: Resolución: 
Apta. Bl9nrad. || Apta. alarad. 
ar To 60 
Resolución: Resolución: 
1 
1] 


hs ar) fal 


EC Matematica El 


EJERCICIO 2: Convert a radianes. 


2) 3erz 
Resoluci 
2842 =38'4 42 


a 
38: +0,77 
Luego: 3842=38,7" 


38'42'=0,6754911 rad. 


38:42 06754311 rad. Apta. 


[Convertimos: 42'a grados sexagesimales. 

42-02 Lor 
P- o; 

42 = 07% 


:onvertimos: 38, 


ara 

38,7" - 38,7 « Md, Factorde 
1807 > conversión 

38,7"»0,017 453 rad. 

0,675 431 1 rad. 


287 
2 387 


EJERCICIO 3: Convertir radanes: 


a) 162045" 
Resowción 


162045" =16%+ 20 + 45 
. 
=16"+0,3303" +0,0125" 


162045" 


45-45 > LL 00125 
3600 


b) 274036" - 


Resolución: 


EJERCICIO “4: Convertir grados sexagesimales. 


EAS b) 2% sa 
9 
Resolución: 
a S 
En rad = 108% Apta 
5 
e) 22 pag, a a 
5 O 
Resolución: 1 resolución: 


EJERCICIO /5': Convertir grados sexagesimales. 


3 


45 rad 
Resolución: 


180 
ro 
Factor de Conversión 
= 6:45 x 57,2857 
369,557265" 


645rad. =64Sradx 


0,557 265" 


ÍA 0sss7 265" = 39,4359' 


¿[ convertimos: 0,4359 a segundos sexag 
4050 = 04050 SP 


0,4359" = 26,154" 


A Pal Bras guie 


8) 1312100, 


Resolución: 


Bpta. TSAI1A" 


€) 22.06 rad 1 


Bipta. 1636549" 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE LOS SISTEMAS DE 
MEDIDAS ANGULARES TIPO 1.8.M. 


O 
ire A di mi ed 


DEI B)rnos C)rnzo D)r/218 EJn/240 
Resolución: 


oran 
'Mesida en grados sexagesimales (S) 
¿ES sor 


Medida en gredos centesimales (C) 


FL Matemática 18 — 


taformute:: A 2 
diia 100 200 
C- 208 


Pcomptazamos teen) a (20.8) 2 (100 


3 
E > 


despejando“Rttenemos: 0 BE, | Apto. E 


Ejeriio $): Determina madión dun ángulo. 1 ue o veique ta rtación: 


Ajr/3rad — Bjriárad C) m2 rad. D)r5rad, Emb rad. 


a 20 din mino Japo 


REST | 


jr ercer: 1 ratones ls soxagesra, sect 50: Hat ate 


den 


BJ9 c)40 D)16 EJa 


mrad = 640"; poro: rad <> 180" 


, 
15 (or) = 640 despejamos 
A A 
EEES 
Luego > x3=4] apra E 
A 


E 


Donde S, C y R representan el número de grados sexagesimales, contesimales y radianes ros- 
pectvamente. 


1 
m2 SE D2 at 


E Matematica 5) 
Los valores hallados los reemplazamos en la expresión 


aos] mume 


Ejrccto $): Sea meaco unárguloenlos sistemas conccidos, on grados y danos rosulan- 
EA E ROS 


AR 8)5R C)6R D)7R EJ8R 
Resolución: 

Hacemos que: S=2Rex C=Rex 
Sabemos por lórmula 3 

Reemplazamos (1) y (2) en (3): 2 Rex. Shox 


9 10 

10(2 Rex) = (3 Rex) 

20 A+10x = 27 R+Sx 
A 


se mide un ángulo en los sistemas conocidos, en grados y radianes (S, C y A). 


Mm(CeS)=n(C-S) Y y  m+n=760 ..2 


A)2(200-=) B)2(200+x) c)38 D) 200 +1 E) 2005 
Pr 
Dela expresión (1). m(C+S)=n(C-S) obtenemos: 1) 
Feb 
— 
> 


Los valores de (4), los reemplazamos en (3) 


Reemplazamos (5) en (2) men 


Ejercicio (9: Se mide un ángulo en grados sexagesimales y centesimales, los números hallados 
sumados résulta 180. Hallar el ángulo en radianes. 
lan 125 En 10% 2n 
a ol o D) E) 
E 19 2 Ss y 


Medida en grados sexagesimales (5). | Por dato: 
Medida en grados centesimales (C) S+C=180 Y 


Bpta. E 


FL Matemática Y 1] 


Ejercicio (: Si: BD y TD son bisectrices, hallar D en radianes. 


-En ela ABC: 
1 3 ángulo internos = 180" ... (Propiedad) 
2a+2p+100" =180% 


20+2p = 80 
2 (a+P) = 80% 
cp E 0 > A 


- En ela BDC: %:3 ángulos internos = 180” ....Propledad) 


arDep=1000 = Delarprbo 8 
Roemplazamos (1) en (2): É+-40*= 180" 
8 =140> (Convenimos los grados a radianes) 


8 mo ad. 
180" 


Ejercicio Y): En un triángulo sus ángulos están en progresión artimética de rezón 20". Hallar la 
dlerercia del meyor y menor en radianes. 


2 z A 5. 
AS ES ES 3 
5 9 A 3 2 3 E! 18 is) 


aim 


Resolución: 


- — Comotostes ángulos del triángulo, están en progresión aritmética de rezón 20" estos esta- 
rán representados de la siguiente manera: 


A Pal señas Mage 
Primer angulo «(ángulo menor) ES 
Segundo ángulo P=a+20* 
Tercer argulo. 7 D=a +40" (go mayor 
Porpropiodad > a+ p+0= 180" 


Ahora, calculamos el valor del ángulo mayor: a + 40*= 40* + 40*=80* 
++. Ángulo mayor =80* 
Ancógnita Ángulo mayor - Ángulo menor = BO" - 40" =: 


rrad. 
- Corvertimos los 40*a radianes, veamos. 40"=40" 5 2 10d | Apto.o 
1807 3 


Ejercicio Ef): Se na medido un ángulo en grados S; grados C y en radianes (Resulta A) Hahar 
lo que mide cho ángulo en radianes Si:25-C= 2R* 


Mr B)e0 ey 18 D) 2 ge 
” ” A 
Resolución: 
—s - 1008 
c-208| 


Los valoros hallados, los reomplazamos on la expresión. 


jc ¿save qu 110.09 AO" Cbr 
AJ6 BJ8 cho D)12 Ejta 


Pero: ritad <> 180" 


-e 180 l 11 
2.1% 
70 
se 
Aaa 60=240 
200 li Luego: O parao. 2 
zar 7] 
20 
se Reemplazamos (2) en (1): | 16* 21" 49%<>A" B' C* 
Donde. —A=16 
soli B=2r 
4 ar 
C=49 


py | 
É e) C-A-B=12| Apta. D 


joio): ctra nu a ans seno Sy CS nar ss sonas 
E 


(cry? 0=sy" - Esas 
z z z z- Es 
Mo As ES 2 A 


Desarrollamos cada binomio al cuadrado, obteniendo: 
(c+s)* -(c-s)? 


(6 +20s+s*).(o -2cs+s") 
RS 


acs 


mm 
Los valores hallados, los reemplazamos en (1): 


es) 


4x200x180 A al ny mo 2200100 A a 


UN eS 


ARZOO180 A” 4 o 3600 


o pr 
pS ES ——) 
Luego: A , extraemos raíz cuadrada a ambos miembros, 
3 000 
m : Ar md . 
Es EJ E 


aropo iscecmrien 5 = (02) y 010292) 


Donde S y € representan el número de grados sexagesimales y centesimales de un ángulo res- 
pectvamente. Halle el equivalente en radianes. 


m2 m2 2 Di DNA 
1 1 15 13 

Fesolución: 

Hacemos que c- 10292) " 


Convertimos el 
úmoro de gados. 
soxagosimalos a 
radianes. 


CiS+CHSICHS4., 


-2n" sumandos. 
a 8)10 c)30 0)40 E)50 
Resolución: 


¡Como en el primer número de la expresión hay "20" sumandos, esto quiere decir que hay mitad de 
1érmino para cada sistema, o sea: ? 


CHOCO O ASA SAS 4. 
*n' sumandos. *n' sumados 
Cn + Sn = 300 E 


Do la fórmula: 
a 


Los valores, hallados los reemplazamos en ¡1 - 


o[20n,10m). 0008 (20m). sue 


n= 330 mm pato | apta 
30 2 


Ejercicio ff) : Deta igura mostrada, calcular *X.. ————— 


E es (5-10 
EN D)5 $ 
Es 

Resolución: 


+ Como se podrá observar el ángulo (5 - 11x)%, gira en sentido horario si le cambiamos de 
santido el ángulo sería: (1IX=5)2. (Sentido Anthorario). 


+ Delaligura: 
(1d05)* +27x" = 180* (tp 
convertimos al 
Sistema Sesagesimal ame 


(unes)? xpr2zar = 180 


tran 100 
109 

SO aserON = 1 800% 

2er 1845" 


Ejercicio Derono la medida en el sistema intemacional : se sabe que se cumple: 


S=x+t y C=9x-5 


mE rd E rad OT rad 2% so. E) 2 rad 
Ao a 1 LES A 


FL Maremática El 


Resolución: 
Sabemos que. 


2.  freemplazando valores en esta expresión; obtenemos. 
10 


Za 10 411) = 9 (9x5) 
10x* 4110 = Blk-45 
10x” -81x+155 = 0 
1 E 
Facloizamos porelMétodo dela: 10x ES 
x 5 
dende: (10x- 31) (x25)=0 Dd 10x-31=0 
Sn 
x= 31 x=5 
gualamos cada actora cero, 10 


«Tomamos el valor de x= 5; en la expresión S= 


+ 11; obteniendo: S=85*+ 11 me 530%, 


Ahora, convertimos los 36" a radianes (Sistema Internacional); Veamos. 


(Fórmula) 


e. 


Ejercicio): Se ha medido un ángulo en gra 
des 5; grados €, y radianes R. Calcular dicho 


e, € 
9 10 


a 


angulo en rathanes, Sr: 


2 pz 
m2 zoo 
1 de de 


ejecco ():sempicar 
130 (018) 10-8) 
se 


M= 


Aso] Apta. 


Jl dl seas 
ht | 
ho , vid 


an Bs 02 


Ejercicio (osa 


S= h de grados sexag de un ángulo 
O = 1 de grados centes. de Un mismo ángulo 


Además: 5 109 1, Calcular olvalorde S 


D)25 EJ3 


A) 360" IB) 362" C) 180" D)182 E)92" 


Ejercicio E): Sind y Gs medias dei 
ácgulo en grades sexag_ y centes, respectiva. 
mente. Hair devo ángulo en radanes Sé 


PE Harasel (avcñas Haguieke E 
La 18 po Cs cs 
Bo 8 (c+sy 10=Sy 
AJO05x BOX CjO03x 
DjOcen  EJOOtn 47100 B) 10061 C)t61m80 
DJa0Me1 EJIB1S 
Ejercicio €): Calcular el valor de: 
9 A A 
A B)2 s0pz tad. que cumpla las relaciones: 
3 04 0. —i— 
E SE ns S=20+2 y C=án-4 
AJHT nda CJUS Ops EDO 
Ejercicio (): Un ángulo mide (x - 1)* pero en 
grados contesimales (x + 1), Hallar el valor de 
e 
AJ17 B)19 Cj21 7 Dp23 EJ25 
Ejercicio (): Reducir la expresión: 
WISE vives. n (EE | se es +sc= 100 
Apr B)wb C)nH8 Dp2 Ejn 


AJ5%0 B) 645 C)650' D)625 EJ605 
Ejercicio É): Haar "a" en radianes; si 

aa =(10* + 9% (1 800) 
AJ177KB)1781.C) 179: D) 180% E)181r 


Ejercicio f): Determine 1a medida circular del 
“ángulo que cumple: 


S=2r y Coxrett 


AE rd Bra cir 
6 18 15 


End Eon 
dr a 


Ejercito): Catelarunángo en racines 


Ejercicio 3: Los ángulos de un triángulo son: 
152; 1048 y ES rad Determine según esto el 
valor de 


AJA BIZ C)8 016 ES 
Ejercicio ($: Reducir la expresión: 
ES 208 
10 
AJS BA CI3 m2 EJ 


Ejercito): Cela vato de 


mM 


La 
aa 


A)1,24 B)1,34 C)1,44 D)2,24 E)234 


EL Matemática El 


— 


Ejercito $) : Caleta valore; 


E 
2 
815 D)20 
Ejercicio $) : Hallar el valor de: 
No [EtS 6, [545,8 
e-s c-s 
Ba cs DJ8 
9 seña el menor ángulo que 


a)10 018 E)25 


aya 


Ejercicio. 
salislace a 


EJ9 


A+B=70":B+C=600A+C=rBrad. 


a rad Brad Cc) a 
3 2 5 
5 3 
Emrad E) mms 

4 3 3 5 

Ejercicio La figura es un triángulo. 


equiátoro, AU y AE dividen al vértice "A" entres 
ángulos iguales. Hallar: (a + P) en radianes. 


ay20s Bio" 2 ra 
» ) E 
Z rad. EJ2 
Din > 
9 18 2E 3,0 40 
ctcto Y); tae elángulo en actanes ta 
Porq so | eo] ze| 0.0 
AT s.0 10.0) 11€ 
cs "2-3 
A raven. an AA | ejercicio (Ó : Siendo “S" y “C* lo convencio: 


A 
Eee alii 


A) 40067770" B)40078"67 
C)40mere7. D) 4058"76* 

E) a0s7Or67* 

Ejercicio ( ; Convertir: 8 000” + 800% a unk- 
dades del Sstema sexagesimal. 

ayTe0s o" Br720219" 
724200 D)7204:42" 
E)720247 


nal. Calcular el ángulo en radianes si 


23€ 
10 


AE Bird Chras, 
2 3 E 
E rad Ld. 
A 6 E 5 
Ejercicio É): Siendo "S" y *C* los números de 
grados sesagesimales y centesimales de un 


mismo ángulo, Calcular: 


BE“ Coeñas Maguiche 


E 
o. Slsctesc 4 
Ss. EN] 


aj 04 


Ejec Y) ¿Senco's:"0*y 1 osea: 
a da mn cet 
a o nes 
c-z0 
e 


DE 


B2 c)3 EJ5 


si cumple con: 


A)r2 Bján Cin EJ2 
ndice 
¿lo son: (15 K)" (40 Y (EZjus Calcular 
el valor del menor de dichos ángulos. 

AJag" B)as" 


Cas D)5% EJ2er 


Ejercicio (): Determine la medida circular de: 
unángu. 


se cumple que: 


Dráén red EJtÍn rod. 
2 a 


Ejercicio () : Calcular el valor de: 


245 8B)47 
Ejercicio (): "k* es el número de grados 
úsexegesimales que contiene el ángulo 1,35 x 
12d. "Mos el número de grados centesimales 
que contiene el ángulo 1.85 x rad: Calcular (M 
o. 


ayas 


049 


D)53 E)58 


B)á7 C)49 D)S2  EJS6 


Ejercicio $ : El número de grados 
sexagesimales (S) y el número de grados 
'centesimales (C) que contiene un ángulo satts- 
facen la siguiente igualdad. 


G=S+21s; Calcular el valor del ángulo en 
radianes. 


3d 2 ma 097 mo 
2 s 4 
9 A 

0)2 mad EY É rad 

dE EE 


A 
C,, = (10 )?. ¿Cuál o cuáles de las siguientes 
proposiciones son verdaderas? 
LABIAL +B,> O, 

Mo Aj-38,=é,, 


Aya 
D) Los tres 


Buy 
E) Ninguno 


y 
Eseceo De gátco Ao = 89 cu: 
pas 


a) 100% 
B) 110" 
0120 
Dp130* 
Eso: [A e 


a ca a de 
a 
Es 


+ El prmeralumno obluvo (S)* 


=  Elsegundo alumno obtuvo (A)' 
+ Elterceralumno obtuvo (BJ? 


365) 


DOS EJ10% 


Calcular el valor de: Mi 


aJ10? 810% c)10* 


L Matemática El 


Ejercicio $ El número de grados 
sexagosimalés (S) y el número de grados 
certesimales (C) que contiene un mismo án- 
uo so expresan de la siguiente forma 


S=0x +3 » C=30x +20, indicar el ángulo 
en radianes. 


Ejercicio 
deuná 

dilerencia de los números de grados 
úsexagesimales y centesimales de dicho ángu- 
lo, es a la suma de dichos números como 5 es 


Determine la medida circular 
si se tiene que el cuadrado de la 


año 

Ardo Bird C)hrad 
6 5 3 

DÍ rd EZ ra 

$7 » 


ejido) ; Ente ro: 


5s 45-32 


Sabiendo que *S" representa un número ente- 
o de grados sexagesimales que posee un án- 
uo; hallar dicho ángulo en radianes. 


% gg pr az 
PERE E 

, 45 ¿ 45 ¿ ES de 4 dl 6 
Ejercicio (JA: Si los números de grados 
sexagesimales (S) y centesimales (C) que con- 


tiene un ángulo, se relacionan del siguiente 
modo: 


Cs = eel; x 01m 


x 


¿Cuáles la medida del menor ángulo que ver- 
fica la condición anterior? 


z DES ES 
y tad De A yy 
DE md Eh 
10 50 
Ejercicio. ()) : Se ha medido un ángulo en 


grados S y Crespectivamente. Los número ha- 
llados satisfacen la igualdad. 


19(0* +5*) =181 K (C?- $) 


Hala el valor de “4. 
A Br CE 0)2 EA 
Ejercicio €): Siondo: a” etnúmero de minu 


los sexagesimales y "b" el número de minutos 
centesimales que mide el mismo ángulo. Cal- 
cular el valor de tácho ángulo en radianes, sa- 
biendo que: a=27x : b=25(4+4) 


x 


Qi 
¿ 100 


PEE Le 
a a A A 


etercio $) ¿voto recón: 
+10 =90* y además se tiene el gráfico. 


EN] 


La za] ac | 4c 
se | 68 |70| 00 
98 | 10.0| 10] 120 
1.8 | 160] 15.0 | 16.0 
37.0 | 18.€| 19. | 20.8 


or Maruel Coreñas Naguichc? 
PROBLEMAS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA ] 


Organizados por las Academias: César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


Problema 1). Siunngulo mide 17,3075" expresar dicha medida en grados, minutos y segun- 
dos. imales. 


AYITAGZT B)ATZriO A AS 
Resolución: 
La expresión" 17,3075", se puede escribir de la manera siguiente: 


17,3075% = 17%+0, 


me Convertimos:0,3075" a minutos. 


“== 
17*+18,45 
La 
174184045 ES 
Convertimos: 0,45' a segundos 
= ir is+2r sexagesimales, 
A so 
= 171827 A 
2 1TGO75S1TABZT PRA, alas 


Problema [2] . La medida de un ángulo en grados sexagesimales es (20 - x)" y en el sistema 
centesimal (20 + x). Calcular la medida de dicho ángulo en radianes. 


» 2x, ES 4 5 
mira er ES 
) 19 2 19 y 19 A 19 se 19 
Resolución: 
, < 
10 


208x 


= 10(20-x)=9(20+x) | » seaelángulo=a 


10 
200-10x =180+9x 
a (2029 meli en gros seso. 
o (En 20 4 9= metia en rudos cents 


19 


FC Matemática Sl pl 


oemplazamos olvalee de x= ont oxprosión 
y 


aca > am(20 


- Convertimos tas 260 a racíanes, veamos: 
19 


AJO C) aro D) a ES 
Resolución: 
+ Deacuerdoal enunciado: 1 +4=90" > 


- o e 
A e E 


Pordato: 0=( a. 


Reemplazamos (1!) y (MJ en () 


(E recae 
; 


aomplzorós elvalardóCé=30 en y UN 
ba Zo > an 
di yl 
e: e earroar (ani 
A A 


In rad 


tarsal Coveñas Haquicha E 
Problema 4 ¿Entro las meddas sexagesmal. y radal. de un ángulo a; exstolarolación 
sn- 1568 = 12, celador el ángulo en radianes. 

Aja B)2n 


Resolución: 


Cjme D) 3/2 EJNA 


+ Delalórmulas <- 
180 


0 
Por cre 
Reempiszamos () enla expresión: 
S1-156R = 12n 
180R -1S6R =12x 
Aa a 


es iguala: 2180. pta. 
Problema [8 . Siendo S y Clos números comencionalos y además se verlic a relación 


(E): <> (es) Calcule el valor de E =208 270 
asi bs 


A)54 B)48 EJ D)28 Ey1a 


(dE) - 


Reemplazamos (1) en la expresión: (Ej)o Se (E) 


b+2. 2(a+1) b+2 


A 
Aa+1 b+2 Cc Ab +2) pa 


5.9 
AER 
c 10 sd 


Reemplazamos (1) en (1) a 
di , 12 +2) 


270+54 = 20a+20 
34 = 208-2 
E E=202-270=%4  Rpta.C 


Problema 61, Siendo *S" y *C* los números de grados sexagesimales y centesimalos de un 
“ángulo, para los cuales se tiene que: 


S=9(a-10? y C=10(0-9%. Calcule el valor de: ct 


913 B)15 017 D)19 21 


AMa—-107 _ HMD-9Í ; Aplicamos: SE 
4 ”m 

2 lx YA 

rla-10=+0-9 BEBEN 

Ua-10=-0-o MEE 


Reemplazamos los valores hallados 
a+b 
a=b 


enla expresión; obtenemos: E- 


Boa: E=19 Apta.D 


Problema (7). Determine la medida circular de un ángulo sí se tiene que: 


C=2a+b; S=a+b y  A=Trena 


z z E mad, Era. E rad. 
DS 9 hna D) Eno E) 


. latórmua: S = £ ;cotenemos. 
9 1 
arb _Za+b 
2222 10a+10b = 180490 - b=8a . 
y m5 b=ba 


Roemplazamos los valores de "S” y" en q): 


aso. Tira 
x 


Aeemplazamos (1) en (M; 24 
180 


5 7 Pee roscivendola ecuación sien: 
a = 140-202 + 2a=140 >» a 


Eivalorde a =22,loreemplazamos en/a expresión: 


Sao acta 09 a 
A 


252 60% std — E ra el 
A O Perl 


EL Matemática TB Ta 


renncmosinyan [Ls 
Epi 
AA 


180 (180)*R' 
an ón 


aoogeo)' A” 21200)*R" 
, 


Problema 8). Dol gráfico mostrado, calcule l 
valorde E» IO100n0 


+29 so 
A) 3600 B)2400 c)1 200 SS 
D) 1800 EE) 900. pa 


Resolución: 


Tear qrae Sm za 


Ese Pansel Onecñas Haquicho 
emos común denominador en el primer membro; 
18Un420x0-3 6009 _ y 
3 000 ? 
180n+20na-3 6009 = 1 
SUn+10na=1 8009 = 900 
10n+9x0 = 9001 +1 8009 
1010. +98 = 900(1+29) 
1010. +91 
: ida 


= 900 : E=%00 AptaEl 


22 LONGITUD DE ARCO 


'Una de las muchas aplicaciones de radián unidad angular es el cáiculo de longitud de arco. 
Seal" el arco de una circunlerencia de racho "r interceptado por un ángulo "e" radianes. 


Siel ángulo AOB mide 1 racian, el arco AB tiene longi- 

lud”r, reemplazando estos valores en (|); obtenemos: 
9 rod 
1d or 

Dedonde: I=r.8  ;8:enradíanes 


Siendo: — 1: longitud delarco 
r: radio de la circunferencia 
8: ángulo central expresado en radianes 


2.2.1 SECTOR CIRCULAR 


Esuna parte del circulo como se muestra en a figura, donde el área achurada (sombreada) 
es el sector circular. 


IN 


Área Sector Circular= 


4 
Si ELO se engradossempestnats 


FE Pacematica TE 


Esta úlima expresión se puede escribir así sj bor a] 
Porórmul de longitud de arco: - 

Reemplazamos (1) en (1): Led 

De la ecuación (l), despejamos "rs 

Reemplazamos (1V) en (1) > shioss LE rra 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
SECTOR CIRCULAR 


Ejercicio Í Dada a cuenca de 24m de rad, En- 


conirar la longtud del arco subtendido por un ángulo central A 
de 2/3 radianes. Ñ 
morenos IES Y) 


Reemplazando valores, obtenemos: 


a 


A 
a da 15d enga, or ds Cl 
ona 


Dm am a 


+ PorFórmula:  Lgy=Zrad xrado 
Reemplazando valores; obtenemos: 
15m = 3x1 


15M me. 15m] Apta, 
3 


Ejercicio (Ú) :La figura es un semicirculo. Hallar: L, + La -L 


2 2 
EN 


FETO 


D 


L =20radx am => L 


+ Aplicando la misma fórmula: 


L, rad rm > 


+ Aplicando la misma fórmula: 


+ Dela figura: 
8+304 28=180" 


69=mrad. 


+ PorFármule: L9=Zred.xrado ; 


Reemplazando valores, obtenemos: 


e( 


L, Ord x am > L, mo 


Luego: L aL, 


Ejercicio: 
“O esp 
región sombreada (CO = OA = OE) 


nto 


a, 
Sila longitud del arco BC es 4 um y 
ló medio do AC Caleular el área de la 


Por Fórmula: — LG3=a rad. xradio 
os 


donde: am 2 2) sm 


Ejercicio($):Dea figura mostrada. La longitud del 
arcoÁBes2nm. Calcular el área de la región 
sombreada (AO = OB = 0 = 12m) 


Resolución: 
+Por Fórmula: — Lgy= trad x rado 
4035.04 


Luego; calculamos el ren de a región sombreada: 
ca LA 500 Lanz 


=72mx2 
3 


Aros BOC =24 ] rot. 


EJERCICIOS N*(5) 


Panal Ooueñas Haguiche 


TALLER DE 


ce 


EJERCICIO '1': Calcular la longitud de un 
arco en una circunlerencia cuyo radio mide: 
10cmyel ángulo central que subtiende mide 
209 


Resolución: 

A =Convertimos los 

20 a rasianes: 
3 1d 
o A 
2 e 200* 
5 E 

E E 


ba Zn rom ll 
a 
La =45 rem Apta. l 


Luego: Ai x radio (Fórmula) || 


EJERCICIO (3: : De la figura mostrada: Cal- 
cular, +L,+L, 


Apta. 185 mM. 


EJERCICIO 2: Una circunterencia tiene un 
radio de 30 m. ¿Cuánios radianes mide un 
ángulo central sublendido por. un arco de 20 
m 


Resolución: 


| EJERCICIO (4: De la figura mostrada: Cal- 


cularelárea de la región sombreada (Leg =2 
e) 


EL Matemática E] mu 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE SECTOR CIRCULAR. 
TIPO LBM. 


rober dh need her de eng 
eS 


A)5u 876 c)9u 
D)10u Ejt2u 


+Por Fórmula: Lp=0rad.xregio 
Luego: s-oxr 
Aplicando la =0x(0+3) 
misma Ióemula; 


L=oxr+30 2 
Reemplazamos (Hen (2: Luro 

A A 

z Reemplazamos (1) en (4); 14=4+58 "* 10=59 “e e=2 y) 

A 


Luego, reemplazamos 8 = 2; 
rito embalar tes 
a 


AJnZ DES c)ma 
DJs. EJm6 


«Por Fórmula; — "Lo =0radiaiado 
Luego SL=exsa => Loxa... 
Deia fgua 
p+0ma.=90 

, 
P+orad=r2rad. => B=(u2-0) rad... 2 


mi Marial Qascñas Haguile 


«' Aplicandolalérmula: Lgz=Prad kradio ; obtenemos: L -[ -9)x 2 E 
- — Reemplazando (1) en (3) ox (3-0) » 22 
oras Reta. 8 


Problema(Í) Calcular (x- y). ver figura acjunta. 
sabiendo que la longitud del arco AB es el triple de 
la del arco BE, los ángulos a y 1 miden 30 y 10" 
respeciuamente. 


230 Bi c)2 
Ds ei 
2 


En primer lugar convertimos los 30" y 10" a 


radianes 
a=30* < > 30m I2d E pag 
10 6 
paro < > 1002 E 
100 18 
Luego -Enclsecorcicul BOE: (g2=0ma po 1 E y y. 4 
a 


+ Enel sector circular ACB: Lg =«rad  (x) 1 3e 


182 


Incógmta; y > 


Problema(ó): Halar la longitud de las curvas: AB. 


+ BC; "Mes punto medio de OB 
a rad: OA=4R 
6 
AJRR BJ2nA CJ3rA 


D4n A EJSHA 


-Aplicandola fórmula de longitud de arco, oblenemos: 


+ Lg" e rad 08 


Luego, sumamos miembro a miembro (1) y (1): 


2H, xA, 30 
sin ER, 
tarta Ts 


Apta. A 


Problema ($) : Del gráfico. Hallar el área 
sombreada. Sí. AC = 4, EOA y COB son sectores 
circulares, 


A)168 Bas c)60 
D)as EJ30 
Resolución: 


Dela figura: 


Área 
sombreada = Área COB - Área MEOA 


Enel ÍSCAO:  Porelteorema de Pitágoras, obtenemos: OC? =CA? + AO? 
A, 


16 


(1) en): ad, - o. DN Bpta. 8 
Reemplazamos (1) en (): AS => 2-0 a 


NEO] Parcel Crecñas Noguchi? 


Problema! 


AD=0F =FB 
AJ2A mM? BIG C)72mt 
D)64m?  EJ36me 

Resoluci 


Reemplazamos () en (1: área) mac 


proble) : Ela agur s punto med 
Erevan 


Ari B)2m2 o] 5 
E nf 
ES Eez 
YE LO 
Resolución: 


- Como"M"es punto medio de AC. — Entonees: 


Además; BMC es un sector circular, siendo: 


¡O cada lr de seco er 
EEC lea sees crcaar DA va Om y 


+ Hacemos: AD =DF = FB. 


+ Pordato: ¿re DAE > 8 m* 


AEPO «8 m* 


lao - 86m 


9 16m 


Luego: 400 ac > La0%m 0 
Lar 

lr... 
ll 


O) w 


De acuerdo a a figura el 4 AMB, resulta ser un isésceles, donde: LA=LB=80 


- — Enela AMB, porangulo exterior "e M=ZA+<B 


M8 M1 
x (mo): a 
Luego read) anos DM 
260 
ps (8 45) 016" a (45) (165) (7205) 
Ea 360 360 
2 As O enc =2 mul Apta. 8 
EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
Y SECTOR CIRCULAR 
LEDS ive, 1 E. | ejercicio ($: Determine el valor de "6" en el 
esquema mostrado. 
Ejercicio () : Calcular la longitud de un arco , 
en Una circunlerencia cuyo radio mie 15 y el | Ay 
ángulo central que subiende mide 1609 e mw 
AjiSxem — BjiSem  Chi2rem |cj3 A 
Dj24xom — EjlBnem os de 
Ejercicio (): Determine el valor de "L* en el | £y32 AGE 


esquema mostrado: 


A)6u 
B)104 
C)8u 
D)12u 
EJ9u 


Ejecico $) : Ena esquema mosrdo,De- 
Pd e pio 


aJ9ro? 
B)18xnP 
C)2310P 
D)270né 
Ej20nm 


Ejercicio((): Del esquema mostrado. Calcule 
elvalorde”"S, +S;” 

A) 100% mé 
B) 160: m* 
C)120x0P 
D) 140x 0? 
E) 150: 0? 


o |ac|ao | as | 50 


Manuel Coveñas NHaguiche? 


A 


Ejercicio ) : Calar el ron e un actor 
Esa aora us ari El 
aces men ora roca 
E 


2 
07 
do 


0:08 esquena mosrado Dele 
¡mine el área de la región sombreada, (AQ/BC) 


Ejercicio ((): Determine el valor de "6" en el 
esquema mosirado. 


Ana 
B)us D 
C)6 
De. 


ssl e? Ls 


Ejercicio((): Determine la longitud de arco de 
un sector Cuyo ángulo central mide (+3) ac. y 
su radio mide (5x) mm: sablendo además que el 
Perímetro de este secto es de 110 m. 


A)20m 
D) 50 m 


B)30m 
EJ 60m 


00m 


Ejercicio [): En el esquema mostrado, deter- 
mine el área de la región sombreada. 


a16u o 
Biz be 
0180 

D)2212 


ejasr lo CEN 


Ejercicio (2 : En el esquema mostrado; deter- 
mine el área dela región sombreada. 
(08-280) 


med 


ae | 3.8 
sele 


| 48 


EL Matemática 8] 


DEA vive vs 


src $ ¿05h an moro Calar 
a es 


EN 
Bal 
EN 
D)6L 
EL 


ejercicio () 


: Si O y O, son centros de las 


Ejercicio () : De la figura mostrada. Halar el 
perimetro del triángulo ABC. Si: DE + GF=2m; 
DF=4 rm 


ctcunlerends. Calera onguud del arco | Ay 12 (1943) m 6912 (2945) m 
60,; los radios de las circunlerencias son A y r. 

Ya 
mien 0) 12 (1,243) m ES m 
az E) 24 (1443) m 

hn Ds (148) 

Za Li) ¡Ejercicio (): Ena figura; Calcular el radio del 
PO sector AO; en meros. ÉD = «my OC = OD. 
DA Ar 
EJ (R-0) 

Ejercicio (): Si: AD = BD = A; Hatar el área 


del sector crcular ADE; Si el área del triángulo. 
ABC vale 2 Y3 P?. 


Ejercicio €): Del esquema mostrado, Calcule 


elvalorde"A". 


A) 10008 
8) 200 Ñ 
c)300 mé 
D)400% 
EJ 500 m7 o E 


Y 


Euro QA cal Jr ol argo vz 
(en radianes) mostrado en la figura, Sí: L, =4n 


SL +L¿=2x, 0 


Ejercicio(): Enta figura mostrada ÁB = 3 nu, 
E mop=40: Calcular A" 


Faria) ; Hato etáon dol seco cc 
BOC. 

AR 
ae 
cr2R 
D)2A 
EJ 
Ejercicio (f): Determinar el área de la regón 
sombreada en el sguiente gráico. 

A 


AZ? 
Bram 
are 
DELTA 


Déx 9 Hs 


> Parc Poecñas Haguikeo 


Ejercicio (): Det esquema mostrado; deter 
ne eva e E 

ASu 
Bau 
c3u 
D)2u 
Eto 


Ejercici 
¿uplica el afigulo central y a su radio se le recu. 
ce en 8m, ce obiendré un muevo sector 
cuya rea esla mitad queta del área del sec 
jor inicial, detemine el rado del Sector ini 
cl 


AJ2m BJ3m Cjám 0)5m EJ6m 


Ejercicio (Í) : De la figura los périmetros de 
las áreas S) y S, on iguales, Calcular el valor 
de: (a 30) 


ay 
BJ2 
03 
Ds 
EJS 


Ejercicio $) : Sin un sector crcular se au- 
menta su ángulo central en 20% y se disminu- 
ye suradi en 20%, entonces: 


A) No varía el área 
B) El área aumenta en 20% 
(C) El área disminuye en 20%. 
1D) Elárea aumenta en 23,2% 
E) El área disminuye en 23,2% 


G 


de Re 


vel 2a] 3.c | 4058 
ec| 7.B| sa| on j10c 
mel ia] 10€ | 10.8 |15.€ 


PhosLevA 1: Enla figura. Calcular: 
AEREO 


AJG7 B)40 C)49 D)S0 EJSt 


Resolución: 


+Apicamos la I6emuta: [zz =a rad rado 


L 


l. — Enelsectorcircular COD, 


Laso lo,2) 


' Reemplazamos (1) en (2): 3=14+20 5 
| ser nsen(ipoteneno 121% AS 
lc enasncororcniEor e Enelsector circular GOH. 
' 0 (3. -0 (5. 

Lao: (9e,) Lo =9-(8,) 


Carla) e 


o] 


1 (50x,) + 23 -2 


Y. Enelsector circular 1OJ 


A 


Luego ARA me RAZA DIZA BA cio +2 


emir mio 
=1,24(9 = 49 Rpta.O 


HL amacl Precios Hg? 


Prom, 2 Etre de un cusrdo e 2 dead. es quart gun es ero cuyo 
'es igual a la longitud de la diagonal de aquél Calcularla longitud del arco del sector circular. 


A) Falian datos B)2m C)3m D)4m EJNA. 


Resolución: 
+ Sea el cuadrado ABCD y el sector circular POD. 


+ Enel BAD, apkicamos elTeorema de Pitágoras: 


do 2 m2 my 
dom > d=2m 


+ Deacuerdo alenunciado el radio del sec- 
tor circular POO es igual a la longitud de 
la Diagonal del cuadrado. Osea: 


rxo=2m] 


+ Además sabemos que el área del cua- 
rado es equivalente a la del sector ir- 
cular; veamos: 


¡rea Aptos; 
Am? al6m) ar A) 180 
A AS | 


tuego comemos os [120] aracanes: 0 (22 | ame 


+ Ahora calculamos la longitud de arco del sector circular 


lg ra rdar > Le 


nani al: Si 108 + 90 = 1 350: ceda el 
áreadela región sombreada. Si además: R=2 2. 
Ajr Bue Cc) 

D)2r EJNA 


E 
3 
E 
s 


Luego, calculamos el área de la región sombreada 


A 
» h á h 
al e IA 
.=¿6)- A 
Y SSogienteor | mp. 


Phomueua 4 : En la figura mostrada. Calcular el 
valor del radio del sector circular AOB, sabiendo 


que:L=2nem 
A)Bcm B)40m C)2cm 
D) 16 cm E) 32 cm 

Resolución: 


3009 < ii Snna 
- "3009 < > Enmoo, 
-— Detoigan Ínacsoszo - 2er 
rada as = 2nrad e qp Prod 
Dl ln cn 
ce. . PouD 


Prosa 5 : Enla figura mostrada, determine el 
valor de "L” sel trapecio circular ABCO tíene 20 
mí de área, 


a) 1m B)3m C)5m 
D)7m EJ9m 
Resolución: 


+ Enelsector circular AOB; 


AN CST 


+ Enelsectorclcular DOC: 


Lg=amáxoc  = Lenrdx(ars)] 
Reemplazamos (1) en (1): L=1x(8+4) > 2 a] 
Reemplazamos (W)en(D: —— L-44L=10 2 La7m]rpoo 


Phosueua 6 = Hañar el área sombreada entre el —==> 
área no sombreada. 5 
AJO BZ 0)3 Da EJS 
Resolución: 
+ Como se puede observar el A OMC es 
isósceles (OM =MC); siendo: 


+ EnelA.0CM (Por exterior): — ¿OMN=20 


=L Matematica 8) 
De igual manera 4 OMN =20 


Luego: 


área sombreada = 


== área no sombreada = área) EOF área sombresda 


= L of”. 20-120 
2 

= 147. 20-120 
2 


área no sombreada =40 


res sombreada_ _ 129 
Ú frea sombresda_ . 28 05] mp 
0 mt A, 


2 Parcel Coocias Haguicias? 


¿SAIÍAS QUE... 


—_—_—_— —--—— 


=> Arquiinides fue calificado por los historiadores rovenas como el dios 
de la matemática. el Homero de la geometría? 


Para los soldados romanos Arquímides cra un verdadero demonio mate- 
mático, por a ficiencia de sus inventos hélicos. 


Este genio de la antigúedad calculó el valor de x.con la mayor aprosima- 


hasta entonces y dando además, el método que gencra cualquier aproximación 
deseada. 


Ex Matemática El 


Capitulo MAZONES: 
TRIGONOMÉTRICAS: 
EN EL TRIÁNGULO 
Reectánguco 


3.1 CRITERIOS PRELIMINARES [ 


RAZÓN | : Entorma general se lo doline 
como la comparación entre dos canidades, 
por medio de un cocente aplicando esta de. 
linicóna un trángulo cualquera y relacionan. 

do sus tres lados 2 a 2 oblenemos 6 razo 


nes, veamos. 
2, b,2£,b, 2,32; 
E | 


Operador Trigonométrico: 


Se llama así, al simbolo matemático que 
¡como tal, no tiene significado cuando actúa. 
porsisólo, pero que se Iransorma cuando lo 
acompaña un ángulo. Estos operadores 
tigonométricos son 6, 


Razón Tigonométrica: ! 

Es aquella que se obtiene como consecuen- 
ca de fusionar un operador rigonomélrico y 
un ángulo obteniéndose como resultado un 
húmero, veamos el siguiente ejemplo 


Ejemplos: 


Diga5"=1  MSeng0"— 


Sen ld 
Cos > Coser 
tando > Tengen 
ro 
Sec > secante 
CasóCese > Cosecane 

Sec a=N 
sepeatie 7 » 

Trioemnétrico. lag . 


MI) cos 60"= o 1) secas" = Y2 


EN E fanuel Coveñas Haguiche E 
3.1.1 RAZONES TRIGONOMÉTRICAS EN EL TRIÁNGULO RECTÁNGULO 
Seles define como los cocientes quese obtenen l relaciona os caetos yl upotenusa de 


un triángulo rectángulo, a continuación veamos las definiciones de cada una de dichas Ra- 
ones trigonométricas con respecto al ángulo agudo A. 


Pr A AA 

o Fipotnasa 6 
des A Otelo Adyacente po 

Fteraza e 


WD" Ap lLci, 
Careto Adyaceme 
 Cateto Adyacente 


Condiciones que hay que tener presente 
7) SenAyCos A: son menores que 1 == FA 
MW) 19 AycotA: toman cualquier valor Recomendación: 

1) ¿seo Ay cosec A, son mayores que 1 Esarmado alum mu cs necesa 
El 24 b 5 rus aprender las 6 razones trigono- 

Dian Y sz: métricas sólo hasta aprender las 3 
V), =a? «b?, (Teorema de Pitágoras) primeras. y los 3 restates seed 
VI) ZA 4 <0=90":(Ay B éngulos agudos) a 
m Si oseno=2 > Suimerso = coseco = 2 

5 a 
bos 10 Suínveso =— cag0 =< 


Mota: AE 


A continuación mencionaremos oros ejemplos sobre aplicación del criterio inverso, vea- 


s 2 
si senti Í > Suinverso > cosec fp = 2 
pi 3 Lo 5 
Sielvalor de sen 2 examos a un tringul rectángulo, lo que resulta 
Cate 
seno ¿TÍ esa 
2 
1 tipotenusa 


+ Segúnloobtenido dicha razón resulta absur- 
da ya que la hipolenusa jamás podrá ser 
menor que un callo, 


Observación: El valor dela razón rigonomética es u micro Adirmcusional (Sin dimensuia. par 


tratarse de un cociente de magnitudes de la asma especie. 1 
Ejemplo: 
y 
E SE. 4 
Como longitue. Sen « 3 Enfísica Sena = a 
5 | 59 5 
Sena = 06 l + sena =08 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
EN UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO 


socia: ¿las as aos tóricas gato" e lc no 
o ea qna 


+ Hallamosel valor de *C* pormedio del teore- 
ima de Pitágoras. 


de 


Luego: có 678% 36464 


e = 10 


Y J100 > c=10 


Ahora, hallamos las 6 razones trigonométricas, con respecto al ángulo: 


Sa Snteto Opuesto 
Hpolenusa 
Cateto Adyacente 
Hipotenusa 
Cateto Opuesto 
Cateto Adyacente 
Cateto_Adyacente 
Cateto Opuesto 
¿9h AE 
Cateto Adyacente 
Hpotenusa 


Lp 
Cateto Opuesto 


Cos A 


a 
b 


Y 

: 
E 
ho. 


lo 
l 


Problema $3): Hallar las razones trigonométricas del ángulo "B” de un triángulo rectángulo ACB, 


recto en'C* Sablendo que: a =5 y c= 13. 
Resolución: 
-  Hallamos el valor de “6” por medio del 
teorema de Pitágoras. 
EAN 


Luego; 13% =57+b" = 169 = 25eb" 


144 =b7 = yida =b 
22 bo 


EL Matemática 15, 1 


Ahora, hallamos las 6 razones trigonométricas, respecto al ángulo agudo 


senB=d- Zo copo. E 
< ps 
cobros e 
1 aos 
por 5 
a Ae a 
Ts 


Problema G:Hatarlas 6 razones trigonométricas del ángulo "A' en. triángulo rectángulo ABC, 
rectoen 1, ise sabe queta= E 
Resolución: 
Dela condición: a] E => ende 
- — Calulamos elvalor de *b' por medi delteo- 
rema de Prágoras 
Pure 


Luego: pm aa > bé10 a 
b= vio ar vio da? 
TS 


Ahora, hallamos las 6 razones trigonométricas, respecto al ángulo agudo “A”. 


sen A 


A 


tocurdemos que en los sénices 
deus riónguls siempre e colocon letras ma 
úseulas y s los laos que se upomen xe colo, 
san pur respectivas letras minsculas por de 
vir Si en una de los vértices del tridagulo co. 
locomos la letra”A", en su lado opuesto colo 
«remos su miniscada “a” (ver figura) 


1 Panect Coveñas Hagutche E 


Protiema E): Ent área ABC eco 0,510 = 2. ota ls ans 


trigonométricas del ángulo “0”. 


Resolución: 


¿O a 
Pordelinción: yu? 2.2 
e mes cs 


+ Calculamos el valor de “a” por medio del teorema de 
Piágoras: 


AS 


Luego: a? = 07415? 


644225 


ad =289 => a=V2d >= a=17 
Ahora hallamos las razones tngonométricas con respecto al ángulo agudo “e”. 


sen = E=ló > coseco on Y 
ar 15 
ost blo 14 
a a 
15 8 
A 
E bea 15 


Problema (¿En lnánultetángui ADC reto en", 1 O 


J2 Calcular e valor de: 
E 


Pose 2 
a 


-  Calculamoselvalorde "e" por medio deleo- 
rema de Pitágoras: 


Parr 
Luego: p7= 574127 = 250144 


v16S = [b=13 


bÍ= 169 => b 


A 


Sos A _ 


Ahora calculamos el valor de la expresión incógrita: 
Tosen A ( 
1 


o COÑA 12, 
1+Sen A 18 


Problema(ó): 


Resolución: 


Calculamos el valor de "e" por medio delteore- | + Ahora, haltamos el valor de la expresión 
ma de Pitágoras: 


Pa 
Luego: 449 - 16581 
OA 


problema: un ing ABC 


mI 


Manuel Coveñas Maquiehe S 


úCalculamos el valor de "c* por medio del 
teorema de Pitágoras: 


Ahora, hallamos el valor de la expresión 
incógnita, 


Ig A» sec A 


23.8 


(ys 


DA sec A 


TALLER DE / 
EJERCICIOS N*(6) > 


PROBLEMA 1: Hallarlas Grazones trigono- | 
métricas del angulo “A” de un triángulo ABC; | 
recto en "C”; sabiendo que; a =5,b= 


+ Por el Teorema de || 
Pitágoras: 1 


) SA 


1 Cos A = 


MogA- 1) Cotg A = 2 


V) Sec A = 


PROBLEMA 2 : Hallar las 6 razones trigono- 
métricas del ángulo *B de un triángulo ABC: 
recto en “C*, sabiendo que! b=3;0=6. 


Resolución: 


EL Matemática El E 3 
PROBLEMA 3 :HallartasSrazones tngono- | PROBLEMA 4. : Determinar las 6 razones 
métricas del ángulo “C* de un triángulo BAC, trigonométricas del ángulo "B” de un tnángu- 

lo ABC; recto en *C*; se sabe que: 2b= a. 


' Resolución: 


recto en "A"; sabiendo que: a = /9;b= Y/4. 


Resolución: 


3.2 Razones Trigonométricas Reciprocas 
TEOREMA: “Fl prwbucia e dun razones reiprocas x simpre igual la unidad 


CÁLCULO DE LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS RECÍPROCAS. 
, RAZONES TRIGONOMÉTRICAS RESPECTO AL ÁNGULO AGUDO. 


EN Panel Coveñas Haguicho 


- — Electuando el producto como se indica, obtenemos 


» 
Las 


D Sen Ax CosecA = E 


pa 
Cosec A 


Sen Ax Cosec A =1 


Cos Ax Sec A = 1 


Sec A 
MI TGAX Cog A = 2x1 
pe 
Tg Ax Cog A =1 
colgao 
ga 


EnGereral:— AT (Angulo) xR.T rec: (Angulo) =1 


Donde: [AT =Razóntrigonoméinca Ejemplos: (2) Sen 50" x Cóseo 50” = 1 
, S lb). Ta 5*x Colg S"=1 
[ALT rec. = Razón trigonométrca reciptoca 
0 < (Ángulo) < 90" (6) Cos ás xSec45"=1 
PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 


RAZONES TRIGONOMETRICAS RECÍPROCAS 


Problema (Í) Si se cumple que: Sen (2x +5") .Cosec 21"= 1. Hallar el valor de“x" 


Resolución: 


Como el producto de Seno y Cosecante es igual a 1, los ángulos deben seriguales, Veamos: 


AI RA A 


EL Maremicias TE 
Problema: 


5: Tg (15 1-31") .Colg (3: -25") Hallar el valor de “7 


Resolución: 
La expresión dada se puedo escribirasi.— 19(15X-31"). Colg(3X-25)=0+1 
19 (15% -31") . Colg (3x-251) = 


Por definición de razones reciprocas: (15x- 31) =(3:-251) 


15x- 


3-25 > 120 > 7] + H=039] 


protloma($:5100s (a y +20.Sec(bx+ y-607= 1 Holr elude 


Rosolución: 
- Como elproducto de coseno y secante es eds 20 = Exa 60" 
iguala 1. or razones recprecas los ángulos al , 
A 20400" = Gxx o 80%=S% 
CA EN 
B 
TALLER DE 


> EJERCICIOS N*(7) 


PROBLEMA 1: Sise cumple que: PROBLEMA 2: Si se cumple que: 
lo (2 +b +40") xcotg (3a -b-60")=1 


Cos (x +y +30"). Sec (dy + x- 10") 
asb=700 Hallar el valor de "y" 

Hallar el valor de “a” ' 

Rosolución: l 

Aplicando la propiedad: 19 «colo 

Obienemos que 


a+b+40*=3a-b-00* 
100*=29-2b 
os: =Ala-b) => a-b=50" ...(Ml 


Resolución: 


1 
+ Sumamos miembro a miembro 1 y Mk | 


a+b=70" 


PE“ Ccñs Meg 


Erouuema 35 DmoBLEMA 4 ¿Ss | 
¡Calg(3m=0+ 10-19 (n+m + 50)+31=32 .()) Sen (x + y) Cosec (2x-y)-1=0 (1) 


m=3n.. (1 Sec (3x- y). Cos 100'=1... (MM 
[Hallar el valor de “m" Hallar el valor de sw 
Resolución: Un 


Apta. m=30" pla. x=40" 


TEOREMA FUNDAMENTAL: 


Las razones trigonométricas de un ángulo de 
llerentes triángulos rectángulos no cambian, 
¡cuando el ángulo permanece igual 


Sea: BAC un ángulo agudo, desde los puntos 
RP yO dellado CA, trazamos las perpendics- 
lores AM. PA y O, resultando los tnángulos 
rectángulos ATO, ANP y AMA, semejantes por 
tener el mismo ángado “A”. (Como se muestra 
enla figura) 


-  Porsemajanzas de triángulos, obtenemos. 
las siguientes relaciones: 


TA 


» 
DA PA RA 


" A 


Las relaciones oblenidas nos indica que las razones trigonométricas del ángulo agudo “A” son 
invarables, cualquiera que sea el triángulo rectángulo al cual pertenece dicho ángulo. 


FL Matemática E AP == 
3.1.3 RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS COMPLEMENTARIOS (CO-RAZONES 
COMPLEMENTARIAS) 


Toda razón trigonométrica de un ángulo es igual a la Cowrazón Ingonométrica del comple- 
mento de dícho ángulo, es decir 


si A+B=90" Entonces: R.T.(Ángulo A) =Co-R.T (Ángulo B) 


CÁLCULO DE LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS COMPLEMENTARIOS 


Sea el D3 BCA Recto en “C”, cuyos ángulos agudos son A y B (A + B = 907) 


- 0050) siarb=00 


Migas e cuya - 2 


] 


EnGeneral— R.T.(Ánguio A) =  CO-A.T.(90"- Ángulo A) 


| | 


Razón trigonométrica Co-Kazón trigonomética 


sen 90* = cos (90-30) => sen 30" = cos 60* 
Ejemplos: 19 40" =cotg (90-40) == 1940" =colg50" 
sec 20" = cosec (90*-20') => — sec 20"= cosec70” 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ANGULOS COMPLETARIOS. 


Problema (¿Siendo g (+10) =colg (a +40) Evalor de ue: 
Resolución: 


ME anal Ccñas guie 


Enla expresión dada, la cotangente es Corazón de la tangente, los ángulos son complementa- 
os, o sea deben sumar 90”. 


(+10) + (040) = 90 


Pa 
do coo ano a O 
253 


Probtama(G):Si en (3x-207- 506 (2 05%) 1. Hor lalo de 
Resolución: 
de cria IRM 


sen (3x-20) = 


sen (3x-20) = cos (2x+95' 
¡Er iy 


¡Como "coseno" es Co-Razón del "seno", sus ángulos deben sumar 90" 


(91-20) + (2x1951) = 90 


5x = 90+20"-95" > 5x=15 => 


Problema G):Si 10 (JE oy +60) 19 (AG =y+10')-1 =D. Caloutoet valor de“ 
Rosotación: 


ta expresión dada se oscaba ai 1 (Voy 900) 10 (Viv a107) 


recordar que: 1 = cotg O 
190 


ta (Yx +y+60%) = 


o (F-y+10] 


19 (AG ay.+00)) = coto (Já -y:107 
¡A 


¡Como "eolg” es Co-razón de "tg", sus ángulos deben sumar 90” 
(Vica4+007) + [Vx >4+10") = 90 
2 YX = 906010" => 24% = 20 
or > Yim107 > > = o] 
Yet + dm0 + =(107 xt 


j TALLER DE 
EJERCICIOS N*(8) 


EJERCICIO 15: | EJERCICIO (3: Sr 
1 son (eli ay-20) see (45-v v50r)=1=o] 
MO |] HolarelvalordeSy" 


Hallar el valor de *x". | resolución: 

Resolución: 

Aplicando las propiedades: 
SenA=CosB = A+B=90" 1 
iga =Colgh => 0+[=90" 

Obtenemos que: 

* (es 2y)ely=x) = 90 

3 = 90 > y-90 
++ (ex y)e20" = 90 
2x2 TO > xm807 


EJERCICIO 2 :Si 


Sen2x.Secay=1 1 


clear 
eya | cenas: xy = 10 Colodorlvaorde 
atar ive y 


Resolución: 


1 S —— Mansel Coveñas Maquiehe 2. 
CASOS QUE SE PRESENTAN CON. MUCHA FRECUENCIA EN LA RESOLUCIÓN DE 
TRIÁNGULOS RECTANGULOS 

PmwenCaso:] Datos: — Hipotenusa "h” y un ángulo”a” n 
Incógnita: Expresar los catetos en térmimos. 
PS E 
Eneld Eca » 
l sena == Mosa - 1 
a li co u————Lh A 
DC =h sena Ah cosa 
Seco Casos | Datos: — Un ángulo agudo “el ysucatelo. 
opuesto n 
incognita; Expresar eloto catetoy la ipo- 
enusa en términos de a" y“ 
Enel BcA m 
Y cosec a = 28 M caga = £€ 
m m cu Da 
AB = mo cosec a AC =m cotg a 
Tencen Caso; | Datos: — Un ángulo" y su cateto adya- 
cante » 
incógnita: Expresar el tr cteto yla ipo- 
tensa en términos de "as y "0" 
Eneilh pca 
55 
Deco mia. E ¿a Da 
AB=n- seca BC=n tga E 
Otuersoriones: 


0) Entrigonomenro, os operadores no tenen siguiendo por solo. ni tampoco se puede realizar 
vperaciones algebraicas con ello. de manera que. es absurdo. consherar los peracions. 


E = sen = (Absurdo) —; sen (a)+sen (8)=sen (a+) 
Absurdo 
») Seta demorado que las razones trigonemétics on amero. luca cum ells se puede ope- 


D 5secp-Gsech+2s0cp=4s0cp 


AAA EC 


M (Scotg a +2coseca) sen a = 3 colgur. sona + 2coseca sena 


ajja 


= 3 005 0+2 


€) Tengacuidado con lo equivolenia: seua = (sen x)" la primera se utlico comunmente 
pero la segundo mo; porque exo el ries de concluir que 


(sena 


MX y esto esimeorrecto 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
TRIÁNGULOS RECTÁNGULOSTIPO 1.8.M. 


Probloma (Í) ¿Sil cuaéraco dela suma del cto a" yla hpotrusa 4 de un tránguo 
rectángulo (récto en "B") es igual a 9 veces su producto. Hallar. “sen A + cosec A”. 


AJ6 B)5 c)9 DJ8 E)7 
Resolución: 
- — Delenunciado, oblenemos o 


a +Zaxbrb” = 9axb 


2 ateo? =7axb D 


Reemplazamos (1) en (1: 


sen A+cosec A = 


EN PT 
o 7 RRA re 


Problema (2) : En un triángulo rectángulo ABC (C= 90") se cumple que: lg A. cos A=3 
Calcular: M=secB-cos B 


aya Ba os DJ6 EJ7 


Manuel Coueras Haguiche 2 


- Dela condición: cotg A.. cos A= 3; obtenemos 


yz Ya 
a 80 CES D 2 
y ) 4 de 
Resolución: 
Del ÍA ABC: obtenemos: sen AR 2; cos AL 
6 E 


snb=2;csB=2 


O 


+95] Apto. 


B cota A 
úProblem):En un tiángulo ABC, rectoen*C”,setiene que: LA 29 B - 199 coto A 
Ten A 1008 B, 


Hallar. 9 A+19 8" 
ay: B2 03 D)-1 2 


Dela expestn otgnta "9 A +9 obtenemos 1 Ar 198 E 


Roemplazamos ()) en (1) 19 A+ 19 B = 1412 ig Arg BLZ] Apta a 
icempl Went A+ ua De IO Ag BEZ] Apt 


Problema ($) : En un triángulo rectángulo ABC (recto en“A”).de superficie 0,5 mí. 


03 Dja E)5 


Cateto (AC)<Cateto (AB) 


" 


Reemplazamos ().en (l): O=2(=2. =>: ¿0s2] apta 


la gua mostrada Hala: AB en funció de (a, Py) 


Problema (8) 


A) ksena+cos PB) 


ARE 
cotg at p 
k 


—L-—  Djkcosasenf 
ly a-cag 


EINA. 


-Encllx P8A: oe > PO=AB- gp 


EnelbCBA: cotg an HE = CB=AB-cotga ...M 


Dela figura: CB=CP+P8 = CB=k+PB .. MM 


eomplazamos () y (1) en (UI): AB colga=k+AB-19b 

AB.cotg_-AB.19B=k; factorizamos AB. 
SOS 
SS 


AB (cotga-19 $) =k 


Apta. 


Problema ($): Ena figura mostrada, hallar el área del triángulo ABC en función de*K, al y*P”. 


A) 0,5 (kcosec a tg P) 
B)05(ksecacigP) 
0105 (4 cosec* agp) 
DJ05 (ké sec a19p) 
AL) 


Resolución: 


+ AB = k cosec a 19... 


EL Wacmacas a] 


Cateto (BC) «_Cateto (AB) 
2 


Luego: — Area ABC = ” 


Reemplazamos (1) y (1) en (1) 


A AAA 
hapir ddederidi 


Sena = BH A 
AB 


Reemplazamos (1) en (l) Area A ABC = PEC SENA 
2 


As0n a ano a (235) sen a Fórmula 


Proctor) : Clas rea et 6 MON: 0 


área del ABC Osiguala 3617 además: EE =2 


AJO Bi Cpr2u 
D) 134% EJt4 ur 


al Manuel Concñas Haguiche? 


Pordato: Arca 6 ABC = 364? 


(20208) son c=x04* > (122) sen C=36u* ? 


a.bosnc=12zu de 
Abora,caleamos el área MON: 
Area 4 MNC (wenn sen O 


) sen o = ea a mon 
2 Mes AMON==2 00 smc 


Reemplazamos (1) en (1): + Ares AMONSIZIR] rota. 


Problema Gd) :Enla figura mostrada: BD = DE = E 
L Calcular eVárea del triángulo ADC en función de 
Ls 


¿e 
2 
DL 
2 
c 
Resolución: 
-Enellk EDC: caga = LE 
DE 
AD 
Ende: ga = 22 
4 me = 


Luego: — Area ADC = POXAD 


Aeemplazamos () y (1) en (1) 


pS E 


Pero: tg a calga=t 


0 
pavor 


o Eat aio: 


recto en "C*, Sí: Cos A = 5/13; Hallar el valor de 
qa 

apranz B)125 PE 
D)123 E) 135 


A 
e pe 


777... Hallar el valor 


Ejerce €): En e ianguo ABC; rocio 6n 
E CaA S. alre va 


12 (lg A+colg A) 
5 sen A 


de: 


AJO BJ CIS Dj9 


Ejerioto f): En el ing ACA; reo an 
o cue! son = e: Mare var 
Lena A 
S7ES 


A 


de: 


A)-15/8 B)-6/7 C)-8/15 D)-16115 E)-57 


Ejercicio () : En el iángulo ABC. recto en 
"E. so sabe que: Sen A=0272727., Maar el 
valor de: "Son C* 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 


2N7. 


4N7 q, MZ a A 
a) 207 py 207 q) MZ py 7 59 1 
a a 
Ejercicio (): En elriángulo BAC; recto en“A" 


se sabe que: 9 Cos C = 1. Haliar el volor de 
(c0s'o a) 
A 
A)65/18 B) 1/3 C)32/65 D)65/16 E) 65/92 
Ejercicio (): si 


Sen [(a-b)ux-4:] Cosec [5x-(b-a)-36"] 


Hallar el valor de *x" 


AJA BES D)12% EJ16% 


Ejercicio si 


Sec (x-3y)=Cosec(2y+x) 1 
Cog (2x- y) =19(60*=x) ...1l 


eje" 


Hallar elvalor de: E=3x-2y 


AJ80” B)100 C)110" D)120" E)t40” 
Ejercto(f: se 


Ig(x+y-22+407 cogiex-(y+22))- 
Sen(3x-20"). Sec (50*-y) -1 
Calcular el valor dex: 


AJIO? BIAO" 32 D)30" EJ2a" 
10 | 2D | E | 48 | 50 
|. so lrelog loo 10.8 


RS «ve » 


En un triángulo ABC; recto en 
*C*, se tiene que: 


19 B=Cos A(4- Cosec A); Hañar: "Sen A” 


sa Ya 


1 
a) a 1 m1 
E MALOS AS 


á En un triángulo BAC, recto en 
*A'¡se lena que: 

Cos B- Cos C=37; Halar "190 +19." 
AJTÍÓ B)7I5 CITA D)7rR EJ37 


Ejercicio E): En un triángulo BAC; recto en 
A"; HalarsIg 8 + 19.7, Si 


sn prin co é 
AJA B)B C)12 D)2  EJWS 
Ejercicio () : En un triángulo ABO; recto en 
8"; Hallar. “ig A”; sabiendo que: 


3SeN A+2SecC=7 


mé DES 93 D) /8 CES 


Ejercicto E) Enuntriángulo ABC (A = 007), 
0 cumple que: Sen B. Cos C=5Cos B 


Q=2+ CorgtC-5 SecB 
B)2 


Hallar: 


ay C)3 DJS EJ25 


Ejariio $): Do acuerdo los datos dela 
figura adjurita, marca lo incorrecto. 


A)n=pcosp 
B)m=pcosa 
C)in=miga 
D)p=nsecg 
E)p=mcoseca 


Panel Coveñas Hagutehe > 
Ejercicio ¡Silos lados de un triángulo rec- 
tángulo! recto en *R”) son: p, q y rrespec- 


vamente, expresar en términos de los lados. 


Sec'P + Secta 


1- 
Pr 190 
2 E > 
ye se a 
Pa ra pr 
9 4 
Pa qe 


Ejercicio): Detaigura mostrado, Haar: DE 
a)RSena.tga 

BJASePO.Iga 
C) A Sena. ta 
D)R Cosa. cotga 
E)Acosa.cotgta 


Ejercicio, 1: BF, en términos de *'" y 
“a en ol iiángulo BAC, recto en “A. 


A)hsen acosa 


B)higa 
C) seca. cosec al 

mesma [ 
Elnseca.1ga [E El 
Ejerciclo ())'En a figura mostrada: ABCD es 
vn cuadra, $" es punto medio de CD. Ha- 
har: ig ar 

A Ba 

03 DIS 

E)25 

Ejercicio ho. rectángulo ABC; 
recto en “BY, se cumple que: 


EL Macemacica El 


Cos A+ CosC= V2 Calcular: 


*Cosec A + Cosec O" 


AI BV2 C)2Y2 D)4y2 EJ3 
Ejercicio ($): En un triánguloreciángulo ABC, 
recto en “Cy de área ¡qual Em. Calcular: 

R=0*CagB+a*ColgA 
AJIEMÉ — B)24mE C)32m 
DET T 


Ejercicio ($)::0 agua mostrada: Calar 
"ga -1g( 


Y A 

A) 96/35 pS 

B)7295 

Es 

D) 245 

gano 
a 


(recto en “8, se cumple que: 
bIgA+a Cosec C=b.S 


Siendo: *S* el área del triángulo. Hallar el valor 
del cateto "e". 


mom or 2 ea 
A 
tna quel aos seercueraran en peón 
intmálca Determina la made los senos de 


sus ángulos agudos. 


w 2 1 

a 2 1 
13 E EE 
a “ 

gi a 

y a 


la figura mostrada, Hallar el 


Ejercicio (): De la figura mostrada; calcula: 
A=Sena+Cosa 


Ejercicio (): En un triángulo rectángulo BCA 
(recto en'"C”), Calcular el lado "b” si 


Seca . Secñ=iga = 2 
» 


AyY2 Bp2/2 C)4 


: En un triángulo rectángulo ABC, 
e *). Halar el seno del ángulo "A, 
se cumple que: 2 colg A= 3 Cotg B. 


D) Ver e Vzn 


siPieccioio $) De la figura mostrada. Hallar: 


aveñas Haquicás 2. 
Ejercicio $): SiAB=BCyCD=2. Hallar: 
hi en términos de "Py 0" 


A) 50004 Senf F 

B) Catg0. Cosecp 

0190. Cosecp E 
D)tgH. Seno de 
E) CotgB. Cosec O Ei 3 


cto $): En un tránguto BAC; raco en 
ras 


198 =Cos A(4-Cosec A): Hala sen(£+a 


Dm 4% 
2 


a lote o) ES A 


Ejercicio: En un triángulo rectángulo ABC 
(cecto en") se sabe que un catolo es al nple 
delo. 


Calcular. K=CotifA + CosectA; Si E>Á 

AJIT B)18 C)19 20 EJ21 
En un triángulo rectángulo ABC 
*) se cumple que-4a=b+4c. Cal 


AJUZ BIAS CIA DJS EDO 


Ejercicio (): En untriángulo rectángulo el 
¡menor cateto es el triple de la dilerencia entre. 
los otros 2 lados Hallar la tangente del mayor. 
ángulo agudo. 


A)MZ B)AS C)AI3 D)3VA EJ2 


“ga 
PEOPEa E 

ENE 
oe 

s 

n= e 

LES a 

2 
Ejercito ($): En untránguio rectángulo ABC, 
se tene qué el ángulo reco está en “C* y ade: 


más, (Cos A - Cos B)* = 5; Calcule el valor de: 


E - SenA+SenB 
19B=1gA 
AJ1ZS B)7I5 C)S/7 DJ127 EJ2 


arcos 


llar BD; st AM es media- 


09 Sena Col 
DfbCosa tga 
Ejbtiga 

eco his seda - 3 se eo 
Calor: O =SentKc.Secz2K" Secc" 
m3 2 04 DJ6 Es 


agudo) $ 


19 44".Sen (2x + 5')1g 46".Cosec 15" =2 Sen 30" 
AS Bar CJ Dje EJ7 


cero): 
Macas3o + 1960 Casco y 


Ejerciclo, 
Seny=1. 


Yejorciio 


a) Coty8 


A=3MIg90" Sec60”. Hallar: Sen (ey Fiezo 


mos Bos 0/22 oy E vá 


asc) Sise cumple que: Sen (x +24) 


Calcular el valor de: 


Cotg (2x + 6y) 
AJUZ BIA3 C)1 02 EJO2S 


Ejercicio [/) Calcular el valor de "1g 6" en la 
figura mostag¿- 


DEN 
DES 


eye 
ass o 
Eo IR 


“ger ro" 
AJA 
B)37 
Feyanz 
D)917 
EJS/7 


18 

6.0 
1.0 
16. 


=S 


B)2 Cog 0 
0)3Catge 
D)4Co19 8 
E)5Colge 


AJO Bt 


Sec 24 = 2 


elvalor dex y six "y 


son ángulos agudos. 
A)20" B)a0" C)ao" 


Ejercito $) 
10) 0 


02 


D)50" EJ60* 


DJ3 


Cos (x + 20) = Sen (3x + 
el valor de: M= 4 Ser? 2x=19.3x 
+ Sec 4x, (x —» ángulo agudo) 


EJs 


: Dela figura mostrada. Hallar: 
-Colg a 


Del gráfico mostrado; Calcular: 
ro de la semicircunferencia) 


28 

7E 
12.8 
17.0 


3.8 
2D 
13.0 
18.0 


4.0 

9D 
E 
19.8 


5.6 
10.0 


/ 


Y 


Organizado por las Academías: 


Prosa : De a figura. Cacular: BO; s: 


Sena + Cos p=1: AB=1yBC=4. 
aja 82 o 
D)5 EJ3 


+ EncllNDAB; 


+ Encilicos: 


+ (1 y (0,tos reemplazamos en ta expresión: 


Sena +Cosp=1 => 
5D 4 


4480" = «BD 
Ep 45049) = 0; lactorizamos aplicando el método del Aspa: 
BD. 2 
Donde: (BO -2) (BD -2) =0; igualando cada factor a cero, obtenemos: 
» BD-2=0= BD=2 Mi B0-2=0 > B0=2  FOS2jmpe 
PRA 2: En un triángulo rectángulo ABC, (9 = 907). Se cumple que: SenA=2££! y 


6x+1 
¡el cateto mayor mide 6 m. Calcular el área de dicho triángulo. 


B)9m? Com? D)7.5m* E)8,5m* 


(2x+MIX=1 = (SxWO6x+ 


MRS 18 31 


Bal > o x2 


A aia, 


ex+1 6(2)+1 13 


sena => SK (cateto opuesto) 
13 13K (nipotenusa) 


Enellx ABC; aplicamos el teorema de Pitágoras: 
ACB A > (1 (5) + (m" 
169K -25k” = 36m” 
144k* = 36m" ; extraemos ralz cuadrada a 
ambos miembros: llas? = faomo > 12k =6m > im 
Ahora, hallamos el área del triángulo ABC: 


. Cateto(BC)xCateto(AB) _ (5K)x(6m) 
Area Dx ABC 


SS 


:n un triángulo rectángulo ABC (8 = 90") se sabe que: 1g A.. Cotg C = 16. 
'Z(Sen C 4 Cos A) 


872.417 017 pyas EINA 


Manel Coseñas Haquichc? 


+ Dela condición: tg A -colg C = 16; obtenemos: 


11 
2. 2=16 


F=166 ; estrocmosralz cuadrada 
a ambos miembros: Ya? = Vico? 


+ Enellx ABC, aplicamos el Teorema de Pitágoras: 


E 


+ Dela expresión: P = 17 (SenC + CosA); obtenemos: 


1 1 
rro) 
- — Elvalor de b=Y17 c, lo reemplazamos en esta última expresión: 
cel E o 
o 


Dela figura mostrada: AB = BC = 


5 AD =D. Caloar:"Cos a .Cos p" 


90,50 B)0.35 0)025 


- Hacemos: AB= BC =CD=a y AD=BD=b 


+ Como se podrá observar los triángulos BCD. 
y ADB, resultan ser isósceles. 


+ Enctlx amo: 


EL Matemática 1 
+ Enel MDMA Cosp= 


Luego: Cosa Cosh = 


PhosLema'5 : Enun triángulo rectángulo ABC (8 =90 se cumple que: tg A=319C. Calcular: 
Q=2(Sec A+ Sen) 


aya BS c)6 DJ4 E 


Resolución: 


+ De he expresión: 19 A = 19 C; obtenemos: 


) >» a 0 
+ Por el Teorema de Pitágoras: =atect (IM 
Reemplazamos (1) en (11): 


Mate» eat > DOS 


+ Delaexpresión: O = 2(SecA+SenC) ; obtenemos: 


1 


OS 


o 


av) 


Reemplazamos (UI) en (IV): odio) E 25%) - 5] Apta. B 


"PhosLEMÁ 6 : En untriángulo rectángulo BAC (A=90"), se sabe que; b, Cosec B+a. Sen 
C=10yb=2,/T0. Calar la tangente del máyor ángulo agueo. 


a Y py 0 e 200 py Yo EJNA 
5 2 3 

Resolución: 

Dela presó Congo San O =10 tunear: 


> arc=10 4) 


+ Por el Teorema de Pitágoras: 
ES 
de 
1 


(eV10y == (a+e) (a=c) = 40 0 
Reemplazamos (1) en (IM): 


(a+c) (0-0) 


10(a-0)=40 = 2 a-e=4 (Mm 


+ Delas expresiones (1) y (NI); cbtenemos: [ aero 


EMAM: Za =14 
Reemplazamos el valor de 2=7;en (1): a+c=10 =7+0=10 => 0=3 


Luego, calculamos la tangente del mayor ángulo agudo, veamos: 


IPRGRUBIA 7 Si en el triángulo rectángulo el cuadrado de uno de sus catetos es 17. Calcular el 
coseno del mayor éngulo agudo, siendo los lados restantes números enteros, 


Y Fira Fl p2 2 
y B e 2 E! 17 » e 
+ Pordato: 17 eN 
*Porel Teorema de Pitágoras: a+ =b? 
1 


E 


EMAM  2b=18 => : b=9 


> 2 a-0 
Luego, calculamos el valor del coseno del mayor ángulo agudo: 
SS 
+ ¡Cós, SY 24 Apta 
ES 


Siendo a y 8 los menores valores posibles, para los cuales se tione que: Sen (20 


Sen (Say 
Cos(30) 


+0)? =Cos (29 + a”. Calcular el valor de: E = +Cosec* (a +0)" 


a)7 B)6 cs D)4 EJS 
Resolución: 


+ Delacondcón: Sen (2a +6)" = Cos (20+ a)”, oblenemos: 
(a+ 8) + (20+ 0)" =90" > Ja+30=90= : a+b=30 


= Dela expresión: 3a+30=90" = Ja=90"-30 
Los valores hallados, los reemplazamos en la expresión “E”: 


E= E oy 


Coe-taaÍ, 27 
+ Sen(90*-x)=Cosx ES A to 0 4 5 
Ñ Cota 


oi - EN mou. 


3.K,3 DN 

L E=Cosa- Cost KE dc o Rpta. D 

=> > 2 2 4 S 
PR pla esquema mesa: 

de: E =2 Cosec*8 + 3cotg”8 E 
aJt B)2 os 
Ds EJS yr E e dab-t 

cra 
Resolución: É 
pa 


+ Enel IM ADC: Por el Teorerna de Pitágoras: 


ero ao aaa) 


+ Enel ÍX ACB: Por el Teorema de Prágoras: 


gualamos las expresiones (1) y (1): 


E = 20os*0vacao = 2 
AD, 


E 


-  Reemplazamos (1) y (UI) en (VJ: 


Ez 


ab 


Xan Y 


5 o eN 


De la expresión “E”; obtenemos: 


- 2 MAC «3 (00 


NT) 


AC 


MENTES 


(ADF 


Bab + 2ab 


2 (160b)+3 (880 20D) 


E 0) 
Pen ez 


E 


EL Masemática El 

'Prosuema 11 : En la figura mostrada; se bene 
que CE = 3y BC = 5. Calcule el valor de: 
Sent Seng + Sena 

Sent Seng — Sena 


AJS  Bja  Cc)3  D)2 EJ 


« Enel asc: sene=É 
+ Enel CDE: 


+ Enel bicoa: 


Reemplazamos (). (M) y 
(en la expresión “E”: 


AGRA 12: Se ene que: Sen (Sx + y). Coseo (x+ 9y)*=1 


Calcule el valor de: E = SN (2x+ty), Sen tr 30)” AJ1 BIS C)5 
Sen(2y+4x)" - Cos (80—y)" 4 Ej2 
Resolución: 


+ Dela condición: 
Sen (3x + y)? + Cosec (x+3y)" 


Sen (Sx+y) = 


ESTUDIO DEL TRIÁNGULO PITAGÓRICO | 


Todo triángulo pitagórico tiene sus lados ex- 
presados por números enteros positivos. Di- 
chos lados tienen la siguiente forma: 


Siendo "my “n' números enteros positivos. 


Además: mn 


(rr) 


(re 


Observación: Si elegimos valores dem" y "n" (námens primos emeros ere sí) tal que (m + 0) 
resalte un mimero impar, se obtienen triángulos pitagóvicos cuyas medidas de sus lados también 


00 múmeros primer entre sí. 


Ejemplo: Cuando: m=3yn=2 | Ejemplo: 


2(5:2)=20 


AE 

¿Da 

al 

5 3 
8-3=55 


Observación: Cuando los valores de 'm" y "a* (no son primos entre sí) cuyo suma de m yn sea. 
un múmern par se obtiene triángulos pitagáricos cuvas medidax de xus lados esta espresada par. 


úmerns que tienen un divisor común. 


Ejemplo: — Cuando: m=4yn=2 | Ejemplo: 


214x2)=16 


Cuando: m=7yn=3 


TA 


2m0 ea Ear 
2 
(n= x 
Ejemplo: Cuando: k=5 Ejemplo: Cuando: k= 11 
25 Re Le 
2 2 
5 


3.1.4 RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS ESPECIALES O NOTABLES. 


Razones TIGONOMÉTAICAS DEL ANGULO DE 45” | 


+ Seanlos catetos del Ds ABC: AB=BC= 


Por el teorema de Pitágoras: 
ac? = astac? 


at 2 


da Ja 
aL 


ES 


di 

TT 
A 

TES 


e0 
as 
“= 


pl Manuel Cavcñas Haguiehe É 
¡RAzomES TAICONOMÉTIICAS DE LoS ÁNOULOS DE 30? y 50] 


-  Parahallrlas razones tigonométicas de 30" 
y 60*, construimos un triángulo equiltero, 
veamos: 


- — Enel lx BHC; calculamos BH, por el teore- 
ima de Pitágoras 


eo? - am + mo? 


Po ($) 


FE Patemicica El 


Razomes Triconomémicas. 
DE LoS ÁNGULOS DE 37 Y 
53" (ApROXWADAMENTE) 


Razones TacoNOMÉTRICAS. 
DE16"Y74" (Apnoxmana- 


Razones Trrconomériucas or 15% Y 75") 


Parahalarlas razones trigonométricas delos 

ángulos de 16" y 76" tomamos como rele- 

rencia ells Notable de 30” y 60", luego pro- 

longamos AB (Como se muestra en la fgu- 
hasta obtenerun tsósceles EAC, siendo 
c=2 


El 


- — Enellx EAC:Calculamos el valor de "x” por 
medio del teorema de Pitágoras: 


olaa jo ujs ajo as jo 
El 
ES 


aja oja ajo ojs ale aja 


ES 


e lea) 0 a 
NA 
2 ara (3 


- Vorals y 
x= V6+Y2 


Manuel Coseñas Haguicás E”. 


Luego, calculamos las razones trigonométricas de 


(2943) (16.2) 


Razoses Truconomérmicas DE 2230" y 67:30" 


Para hallar las razones trigonométricas de los 
ángulos de 22:90 y S7"40 lomamos como 
relerencia el Es Notable de 45”, luego proce- 
¡demos de ¡gual manera que el caso anterior 


En.ell» ESA: Calcuiamos el valor de “x" por. 
'medko del teorema de Pitágoras: 


En? - Entana? 
e (V20 2 
Xi 242 Vers 4222 (2442) 


1975 =2443 
975% = 2-43 
sec 75 = d+ iZ 


cosec 75% J6-/2 


E TT 


HL Matemática 


Luego, calculamos las razones Ingonomélncas de 22-301 y 67-30. 


Yaya 


Y) 


a) 
La coco oro VJ 


AE 
(O e) 


Ejemplo(Í : En un triángulo rectángulo ABC (recto en "C”), donde: a = 8 y b = 15, Calcular 
EA 
19 As 
“2 


Resolución: 
Enel Á BCA: Calcalamos AB por medio del teorema de Pitágoras: 


an ac +aci > ABi=et+1s? 
ABÍ=289 = AB=/283 => . AB=17 


>“ Ceras Mg 


Ejemplo (3) : Haciendo uso del triángulo notable de 16" y 74* Calcular: 19 8% 


[casos DE RACIONALIZACIÓN QUE DEBE TENERSE EN CUENTA EN ESTE CAPÍTULO: 


165,Caso: Denominador Monomio: Para racionaizar el denominador de una fracción, siendo 
dicho denominador un monomio, se mulipican los dos términos de la fracción por el radical del 
mismo indice que el del denominador, y que multiplicado porel radical que se desea eliminar y de 
como producto una cantidad racional. 


Ejemplos: 


Esta fórmula sólo se cumple, cuando el 
"denominador es raíz cuadrada. 


200, Caso: Denominador Binomio: Para. Ejemplos: 
racionalizar el denominador de una fracción, 


siendo dicho denominador un binomio de la os (ada) (243) 
toma (2 45) semper 5" lea)” 2") 
minos de la tracción por ta expresión conju- 

ua (a 45) et denominador y luego se O o 
simpliican los resultados. 23 a ) 


EL Matemática VÍ, a] 
2 2 (la) 2502) 
O 


2 2l05n)_ 2054) 


b) 


Bi sa 3 

A IE CN EN 
YasVz (13 +42) (Va-42) (e 42%) (3-2) 
Já-Y2 _ amedórz _ 5-2dó 

AA AE a; O 


Raz ms as os Ei 
+3 
E E /Ál  Hañtar el valor equivalente de; 


Ek Es (eta 
ay ds 6Ys cy2 09 d5 EJ-V6 ee y 


2 racionalizar 2 aos (Ys-42) erdól2 


a7-adz y E 
C) 13-12 341 
a a-alía Br1-20% Í E dl 
| e dardz 


ETS 


Ad reduor O = 


ata ÑÉ)  Derracionatearioskziente: 
AE 
3: Luegoderacionaliza: —L— dar ve Ye 


ala No] E 
el denominador: Lay V2 8) 0.5V2 c) V2 D)0.5V2 EJ2V2 


Es 
EM Manuel Crecñas Maguiehe 
Luego ve coraza y reducir A PRES 
ms li Nic 
E) Va-2+V2 
AJS  B)J6  C)30 DJ3  E)s 
O 
Ban | 0 dea 
Dar el valor de: E=a%b - ab? 
la 6 2v3 pe 
A)-243 B)2v3 C)2 DJO E)-2 
: aa aa ola 
Mi Hallar el equivalente, con denominador me Ey=aa (5 
A proporconerel equivalente de 
1d2d3 
A) Ye 9 Ye aL pea 
En sE A 
A Y = 
nt aa avia e 
Ñ s 172) 
Moca E E Ya m4: seen A 8 = 14 
Wa + Ye de do 
racionalizar (8A +18). indicando etva- 
m1 m2 00 a ez ¡or del denominador resulane 
marb o Bjeb cja-b 
lors Dj a? +t? Ej1 
40: Racioralizando: 2 ¿resulta una | / 
2 |2-s CLAVE DE RESPUESTAS | 


cantidad negativa cuyo denominador es: 


ay20 B)30 CraS 055 ENS 
Í. seratarttacor racionazame de: 


1 


-% 


| 


LB [203€ 5.8 
es | 7e | ac 10.0 
mo liza [a |. 
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EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS. 
DE ÁNGULOS ESPECIALES O NOTABLES 


- Cos'30" Cosec 45"-Sen 45" Coty” 30" 


Ejoricio $) :Caleda aero 


Sen 45". 19.60% 
Resolución: 
Sabemos que: Cos 30% = E Cosec 45" = 2 

Sen ass E Cog 30" = 19 00e = /3 


Reomplazando dichos valores en la expresión "M”; obtenemos: 


Fa 2. 8 OS 
A a EE ESOS ia 
ES 


2 


Ejercicio ($) :St-"x' es agudo, Hallar: "gx"; siendo: Cos (3x-60") = 
Resolución: 


“Sabemos que: 1945*=1' Donde: Cos (sx 60%) = IL E 


1-00 


(1) ¿Cos45"=b cosecas ... (2) 
Sec 60 =dc.1945" ..(9) ¡Hallar a+ boo 


solución A E 2 ta 
| ] Én 

sommosqoe | sar dl cmd cord 
l 
A O ES 


Reemplazando valores; obtenemos: 


pemtralo cami oe a a nl 
q 2 2 


1 1.1 
De(3) 2 = 401 => cm La vnarbrc=zi+rl LPS Apta 
a o TT 2 2 
Te 
Ejercicio «ken (2x + 20%) = Cos (2-50, Calcular el valor de 
y=Senx.Cos 2. 1 2s 
resolución: 
ando a SAS C0sE = ] 
Aplicando la propiedad: Pr 
Obtenemos que: (2x + 20") + (2x - 50") =90% => 4x=1207 => 5 x=30% 


Reemplazando el valor de : x = 30”; en la expresión “y”; obtenemos. 


y 


Sen 30". Cos 332-192 30 
y = Sen 30". Cos 45" 19 60" 

y 
o SY mu. 


ME >—“Plarel Bovcñas Haguiche 


TALLER DE i 
EJERCICIOS Ne(8) 4 


EJERCICIO 1; Calcular el valor de: EJERCICIO 3,:Si 


y ='Sen60” Cos 45" y Sen 30”. SecdS".1930" || 196 = Sen? 45" + Cos 60"; Hallar. “Sen er 
(Cee es un ángulo agudo) 


|| Resolución: 


Resolución: 


EJERCICIO (2: Reducir. 
Sen 30" Cos 48* - tg 60 
1y 45" 

Resolución: 


| Resolución: 


EL Matemática E, 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
_ RAZONESTRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS ESPECIALES O NOTABLES TIPO 18: 


Ejercicio 2 Sí sen a sec (u + 60%) = 1, 

sico AA Ec nl 9 l  9£ 
Masan 2 cos 3194 Po ln 12 

Fesolución: 


Dela expresión sen e sec (a +60") = 1; obtenemos: 


1 1 
2 — = ; poro: cos (u+60%)=-—— 
sec (a+ 60") le sec (a+60") 


sen q = cos (4:+60*) ; (poc Co-Razón trigonométrica) 


ar(e+ 60") = 90% = 20-30" > e > ass 
Luego, reemplazamos el valor de “a” en la expresión "M4" 
M = sen 2 (15*) cos 3 (15") 19 4 (15") 


Mo cen 30 con 90 ig 


Ejercicio fé): Calcular. 
9 E 
o 

Ye 

Lt E 


Resolución: 
Reemplazando por el valor de cada razón trigonométrica, obtenemos que: 
Q = sen 30* sen 37" sen 45" sen 60* sen 53" 


0-13. 4 £_ NN 
ET 


5 
PES MECA A mar 
EN so 


1 sic - 
ds in 

a = /3 cos 60” tg 30 cosec 30 y 

b= VE sec 45" 19 45" sén 30 ltd 092 O 


Resolución: 
Reemplazando porel valor de cada razón Ingonométrica, obtenemos que; 


48 cos 60" 19 30" cose 30" => anti 
d ZE 
A] 


baVZ seeds gas senor tail 
: 


Luego. reemplazamos los valores de “a” y "b" enla expresión 
Keasbrab=teteret 0  Kx3) mao 


e delas 
mE $ - 
) E vlS 2) 
En primer lugar, hallamos el valor numérico de cade cateo veamos. 
el 
ZA 
PEA 
s 5 
Avora,Kevamos los valores de "a" y “a un in 
gu rectángulo por ser ambos los cateos de de 
cho triángulo. 
3 pi 
a 5 
7 SS 
u 8=. a p=%| Apta. B 
ess de 5 SS 5 


Propiedad; En tdo triángulo se cumple que: a menor lado, se 
pone menor ángulo y a mávor lado, xe-opone mayor ángulo. 


HL Matematica 8h = —A 


Ejercicio ($) ¿Hala el valor de: 


A aa B)2v3 c)3 
E a/a 4 
1-cotg*60* 
Resolución: 
Reemplazamos porlos valores de 


cada razón tngonométrica, obte- E = 
nemos: 


ejercido ¿5190 sent co 0. 
Hallar: “sen 6” (*8” es un ángulo agudo) 


Resolución: 
De ta conaición: tg 4 = sen? 45" + cos 60”, obtenemos: 


190 = 19.45" => 0=45" 
Luego, calculamos el valor de: "sen 6” 


sen = sen 450 mm 


Ejereeio G): se 
wr - Sé x coses 53 x cose 37" 
pr 02 Pa 
5 2 


2 
3 
3 
2 
ala 


Hallar: sen (9) 


De la expresión “W”, obtenemos: 


5x 1937 


=> w-30 


NOS 


Ejercito : Det gra monada! hata 
ACES 


Luego 


A)10m Bm c)12m 
D)14m Ej15m 
Resolución: 


Ejercicio (É : ¿Cuál es incomecta? 

A) sen60” =cos 30" sec 60" e 
€) 1960*=c0s 30 + sen 60" D 
E)  sec45" sen45"=00s 45" 


Resolución: 


a sx 5 
54'x_cosec 53" x cosec 97% _ 4 
x 


Apta. E 


3 (a+5m) 


- isa] mp. E 


sen 60" = 2sen 30" cos 30" 
colg 45" + 1945" =4 sen 30" 


- — Calculamos el valor de cada una de las expresiones, veamos: 


A) sen60"=cos 30" sec 60” 


2 


L.2 (raso) 
a 


la = da+1Sm 


HL Matematica El 


8) senso"=Z2sen30"cos 30 Lat (Verdadero) 
O tomaran E LL ear) 
Dr cag4S «gas Asng0 total (Verdadero) 
E) secás”-sen45" =00845" > eL. 2 (Verdadero) 


Ejercicio SO) :De la igura mostrada. Hañar; BC 


A) 3+ 4/3 B) 4+3/3 
O 2.443 0) 4,43 
D 2.38 


He 


- Enelll AHC: cos 37" = 


- 


Delafigura: BC = BH+HC 


Ejercicio G):De la igura mostrada, hañar "a" 


A)29 Bar ES 
D)as Ej37 


Trazamos AH perpendicular a BC, 
obteniéndose asi dos triángulos notables, 
¡como se muestra en la ligura 


Enel A 6Ha: 


S Sy] pta. A 


- Enel Á 0BE: 


o 
A 
e OB 


" 
n 


140+24x = 28x = 140=4x me 2. 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS. 
DE ÁNGULOS ESPECIALES O NOTABLESTIPO 1.8.4. 


viver 1 AS 
Ejercicio () : Halar:"M"; Sira=15". 
Vá Sec Za = 8+ 4 secóa — 2M 


M3 BJa  C)5  DJ6 E)7 
Ejercicio €): Si:1ga= Sen? 45" + Cos 60*, 


Hallar: "Sef e Ca” es ángulo agudo). 


Egé 


a 
y) 9 y 
2 3 2 


Ejercicio (): Cuáles la incorrecta: 


A) Sen 30" = Ser? 45" 
B) Sec 45" .Cos 60" = Cos 45" 
€) Sec 50" . Catg 30" = Sen 30" + 19 45" 
D) Sec 60" +Cotg 45" = 19? 60" 
E) Sec 20" = Sec” 45". 19 30" 


Ejercicio €) : Calcutar el valor de: 


Ejercicio ():si:tg (6x8) ” =/Y3 Colg 30* 
Hallar el valor de y": 
C)17 DjJ18 Ej20 


Ejercicio $): Si: W, = Sen (5x)” + Cos (5x)?, 
Calcular elvalor de: 


AJIS- 8B)16 


L= 0% + VW; YE - Sen 20.19 60" 


AJO BJO1 CHO4 D)OS Et 


Fx Matemitica E 
Ejercicio $): Si a = 30". Calcular el valor de 


P=Sena Cosa+ Seca. iga. Senza 


A) 5/3 
1243 
7 


B7v3 


12 
a 


D) E 


Ejercicio ): Cuáles incomecta 


A) Sen 30"< Sen 60" B) Cos 60' < Cos 30% 
C) Sen 30*<Cos 30D) Tg 45" < Sen 60" 
E) Tg 45"<Cotg 30 


8 


Ejercicio () :Cuatástainconeca 


A) SenG0'=2Sen3o". Cos 30" 
B) Sec 45" Cosec 45" =4 Sen 30" 
€) Sen 30" + Sen 30" = Sen 60* 
D) Tg 60" = Sen 60" + Cos 30" 
E) 945" + Colg45"=Cosec 30" 


IA ive 


Ejercicio €): Hallar el valor numérico de: 


Sec 53" Cotg 60" +Sen 37*Sen 60" 


Cosec* 45*-1) tg 60”-1 Cosec 60” 
( ra so 


o- 


m2 02 
T Nido » 


1 
e 


0 


Ejercicio (): Hallar el valor de. 


P = (lg 45"Sen ori om es 


DS Eo 


Ejercicio () siendo los catetos de un rián- 
gut rectángulo. 
a=Senás" 1900". Sen60"y 
b=Seng7". 1959" .Cos 45 
Calcular el valor de la ipotenusa. 


sto): Calar e valor de“ Se 
A 


- Sos (2a-P)»9 (89-a) 
Cos [a ¿)uio(2a-0) 
1% 
E 


Eercolog): ¿A qué eigun!: 


A)JY3 B) D) 


E 
A) E=19 60" B)E=1g 37 
C)E=Sen60"  D)E=Senas" 
EJE = Sen? 60* 


Ejercicio () : Si: Colg a = Cos 45" (a es 
agudo), entónces: "sect, es. 


A) Sec 45" 
D)1g 30" 


B) Cosec 30" C) Sec 30" 
E)1g 60" 


Ejercicio (): Halar: "Cotg a; a partir de la 
Moura 


AJYIS B)a 
3 

2 092 

a mí 

4 

E 


— Manuel Coveñas Maguicñe 2 


Sen (Ju + 20") . Sec (2u0- 10") =1 


A)O75 B)O C)O028 D)096 EJOS 


Ejercicio) Sendo "ay 9" agudo, ade 
Crd 


192a= cotg 20" y colg 3b = 19 60"; 
Holar: Seo (a +) 
ApY2 B)2 


C)V/3 Da EJS 


Ejercito Gh Halr "5n e Ca" es agudo: 
pi 


30 
SA 


5.0 


4.0 | 
10.0 


0 


MU ve. =: 
Ejercicio 

Ay =I0(N. 15)" + Cotg(N.. 15)" 
Halar:S =A, + A,=A, 


ES Cc)3/á Da E2 
Ejercicio É) : Hato el valor de: y = 70: 
endo: 


k = 3.Cos*30%-Sen”s0"__2 Cos" 45 
4 19" 30" Sec 601 3-2 Cotg” 60* 


Ejercicio $): ¿Cuáto cute son concctas? 


L Sh30*<45" > Seno" <Sen 45" 
IL Si-45*<60" => Cos 45" <Cos 60" 
M. SE 37*<53" = Colg37"<Cotg 59” 


AJO BJn CJ DJIy Ey 
Ejercicio(): Para “a” y "0" ángulos agudos se 
cumple que 


3 Sen un fielg 45% 
4 Cos U=y/4 Cost0"+4 Senzo” Coseszo 
Hallar el valor de: M = 247 1g a : Sen 0 

CE A 


Ejercicio () : Dela gua mostrada; Halar: 
1 


a 


Ejercito Sie y 0 son gules agudos 
e 


Sen (Ja + 20") = Cos (60* - 0) y 
19.30.19 (Sa-20")=1 


Calcular: 19 (20. 


Yi pa E 
E NE 
EAS 


ejercio $) : Do la ura mostrada: Haar 


Bs 
a 
Ejercicio): St 19 (da +45. 19 (20 +20 | e) yZ 
Calar el valo e: 
o: 
M=Sen 6a. Cosa .1912a Ds 
2% cas o | 
2 0 | eorcico 
dos y se cumple: 
Y3 ;2= 46 Sen (u+20*) = /den 30 y 
k. to (B+5*) = Vio 45*+S0c” 45" 
E, Hallar: Cosec ($ —«) 
y 
D) Son 609% 
x ES 
z a: 3 


Ejercicio): ena tura auna A = 56 
aa 
o e tngenca alar 50 


AJ30u —— 
B)40u 
c)60u | 
D)70u SA 

¡pas ES a 


Ejercicio «É) : Calcular el valor de 


Mm - Sen” 22730-Cos *67"90'+g 15" 
2 Cosec 40"+Sec” 45*-5 Sen 59-43 
AJYS BV2 C)YE D)1 EJaV3 
Ejercicio ([): Hala: "Cos xi se cumple 
[2 Cos (x+7"309] 9% =/3 Sec 30" 


- 19 22:30 1 


AO B)O,54 C)OS5 


DJO.75 EJO,4 


Ejercicio 
Hallar: 
A)5m 
8)7m 
c)6m 
D)10m 


Ejercicio (): si. Seng = sonas" 1910" 
(9 > anque aqua) 


Cote: [) 


AJÁGe dz 8) V6+Y8 
D) VE+YZ EY VSet 


Brico E) _De la figura mostrada; Halar: 
Aov:se RE= CO 


Cc) 63 


E)8m 
Ejercicio (fi 
Cog (2) (Vir3m 30") (See 451) 


k+2 
Nota: "K” es un número entero. Calcular: 


P = Sen (15 k)” - Cos (2) 
Ke2 


EA e 
Ey ye 
2 Y 


E 


LE] 2c| 3E| 4D| 5A 

sel mel e.c| 9.El 10D 
mo|ize| 15. 15.0 
16.0) 17.0l 10.8) 19.8) 20.8 


4.1. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 


Este capitulo por ser amplio e importante y que va a servir como base para capítulos poste- 
riores, está considorado como clave dentro de esta asignatura, por supuesto que tendremos 
¡que demostrar las razones por las cuales se les considera como tal el estudio de este capi- 
lolo haremos con la definición, 


DEFINICIÓN: Se le define como una igualdad de 
términos de razones trigonométricas que a dle- ser? + cost =1 d 


rorcir Y ig afable, se saña con Angular 
cas latas delos vos autoras veamos 
Comprobamos para algunos valores del ángulo “a 
Para mas mo setas? + cost4Sr mt 
pe 
OS € 
ey “e 
Para: 1230" 0 Sen 30" + cost 30" 
sa 
Al (8) = ha 
A 


[ orservaciones: 


+ La igualdad. (3-3) (2 4 3)=0, es ciertas y solamente si, cuando, 
1 Este tipo de tgunldad se denmnan "Ecuaciones Condicionales"" 
| Etcambio ligada: (+ 3) 318 2-9. e cumple para tado valor de 

| Este tipo de igualdad se denomina "identidades" ” 

| a Para indicar una ideidad usaremos el simbola "que se lee: "idéntico a 

| cent unió oo cnt 


A Pal Ceras Mgaihe 


¡CLASIFICACIÓN:* Para clasificarlos tomaremos como base su definición es decir las parti- 
«ularidades que se presentan en las igualdades. 


A continuación desarrollaremos un cuadro. 


0) Reciprocas 
L FUNDAMENTALES B) Pordaisión 
e) Pragórcas 


2), Suma de arens 
M. ÁNGULOS COMPUESTOS ' 
Dr Diferencia de arcos 


2) Arcomind 
ÁNGULOS MÚLTIPLES. | 8) Anudoble 
€) Arcomiple 


P 10) Treforwoxión de suna y 

IV. FACTORIZACIÓN diferencia producto 
TRIGONOMÉTRICA 

B) Treusformación de productos 
asuma o diferencia 


8) Aplicación de idemidades 
mies mencionados: 

Y. ECUACIONES 

B) Solucinnes principales y 
generales 


4.1.1 IDENTIDADES FUNDAMENTALES: 


Para obtener dichas identidades, hacemos uso de ta crcunterencia trigonomética, 


a) - Identidades Reciprocas: Mera 


- Enel dd omP: sna=2; asma 


<L Matematica 13] 


E 


- Enelmismo A omp- su E 


xMAM  cosaseca=2 lo ; cosasecast - 


Donde: E 


seca 


) sar 


: M secar 


-Encimiano Áomr Ti 2 go 


xMAM: lg a cotg a = 2 E pacagat 


Donde: A 3 cotgas 


b) - Identidades por División: 


Ahora, tomamos la inversa a cada miembro de esta úli- 


5 ga 
00 ga sena 
E] 


- En el 4 OWP: Por elteorema de Págoras: 


Uanuel Coveñas Haquicho ? 


(Hipolenusa]? = (cateto 1)? + (cateto 2)% 
E 


Por razones trigonométricas en el Zl OMP, obtenemos: 


seno =D > sema =b 


(0) 
sa E > ms4-a 


Rcemplazamos los valoros de ($) en (4) 


I=cos a+ssena => : 1msenta+cos a (VI 
Dividimos "cos*a” a ambos miembros de la expresión (VI) 


2 2 . e 
y eto o (ms 
cosa cosa cosa cos a cos a 


E A) 


De igual manera; ávidimos a ambos miembros de ta expresión (VI) entre "sena" 


| 
- il pa .1. 
sa ena sena lena son a 


(cosec a)? = 14 (c01g a)” =>  coseca str cotga .. (VI 


CUADRO DE RESUMEN laa LAS IDEMADADES del 


Mb senacosecazt; ae ld 3 Aga 135) 3 


2 cosasecast a (mm) 


cosa 
a 


— 
Duaogar «+ [no 3) ip capa Ez 


EL Matemática E) lar 


6 serarcosta VaeR 7 etarieco, a a [ten 3) 


81 +cofarcoscdasa » (mm) 


Kaemtidades Auxiliares. 


9 serfa+cota q 10. sentu+costa =1-3senta costa 
Mi ga «caga = ascucoeca 12 setas cosecas sectacosecta 


Recomendaciones: Lor ejercitos solme idenndades som de Y 1pos: 


2) — Demostraciones: 
Para demostrar una idemidad, implica que el primer miembro se pueda reducir al segunda 
miembro 4 viceversa que cala miembro por separada se pueda reducir a mu musa forma. 


La venficción de idenidades s efectúa usando les dferemes tcarsfarmes ones curo algebraicas 
de rigommnátricos. 


a extste desgraciadamente una pela uc que sirvo coma memo pura verificar identidades 

Par lo general de las dos miembros se procura reducir del más complicada al más sumple; al 
efecto, el estudiante dobe teuer presarte la expresión a la que pretende llegar, pensar en odas 
los relexhones fundamentales tudenitades) y selecctumor equellas que le pemuton pliener lo 
expresión deseada 


Algunas veces es útil escribir idemtidad en térmmos de senos y cosenas. A continuación veo. 
mos olguios ejemplos: 


Ejemplo 1/: Demostrar que: sec 0 1g 0 sen 0 =cos 8 


Demostración: Unmétodo muy eicenteenlade- ——_secE — _1gU senG=00s8 
mosiración de identidades es el de exprosar olpri- 2 
mor miembro de la identidad en función de seno y "Y 1 (e ) 

o poe sen $ = cosa 
coseno, así: coso coso 


Por quebrados homogéneos, en el primer miembro obtenemos: 


Ejemplo (2): Ventique la idemuac: 295 A 


(l+sen A) (1-sen A) 
¡== 
Eldenominador, tiene lalorma.— (A+ B)(A-B)=A?-B* (Diferencia de cuadrados) 


Cinca Acs A) a a e 
y santa 

COR ACOOrR san ALS ALEOA IMA a 200 

vom 

A 

iaa 

CI SS 

ea 

ad = 2 sec A; — La expresión del primer miembro, se puede escribir así: 

(27) "2 m.n RARE gd. 


Esenpto [8] :Demestar qe: (1-cos 9) (teo) = 19'0 
Demostración: De aura dentados lundamerae, podemos armar que 


D senfóscos 0 =1 => send =i-cos 0 


mi + 190 = sete 


Lo que nos parla almas ale 
(ooo) (179) = 1070 > seno seo = 109 
¡PA (SE | 
A Seno gto me guita Lat. 
: costo, e 


EL Matemática E) 
Ejemplo 14]: Demostrar quo: (1 0+secoy? e Jn 


Demostración: Expresando el primer miembro en función de seno y coseno, se logra lo siguiente: 


(éso, ) «isso 
coso cos0) "1-sen o 


sen 2-1) 


sa 12500 9 pony de Esponentos: Ea 
cos 0 


1-sen 0 b 


Por identidad: 


(sen Oe” seson o _ [sen 0+ 7, seso o cos "uni-senTo 


(cos 8) epa pon A E cos" m(1esen 0) (1-sen 0) 
(sen 01 145en Y 
(tesen 8) (1-sen 0) 1-sen 0 
sen Grl,desonÚ my, SON Bride O py 
T-sen 0 1-sen 0 1500 0 1-sen O 


Ejemplo 5% Demostrar que: (sen x-tg x)? +(cos x-1)? = (1-56c x)” 


Demostración: Partimos del primer miembro para así demostrar identidad, veamos 
) cosa (1-00? 


Pa (soc)? 


Pa (osea)? 


(sec 7 


» (seca) 


Jo tien? isa atico” aga 


a 


Ejemplo 6): Demosrar que: [[Vi=sen a)» (Virsen a)]” 2 (19008 0) 
Demostración: Aplicando la identidad algebraica : (A + BJ? = A? + 2AB + E, oblenemos: 


[Ma] e rare a) (rra) = 2 (1+cos a) 


(Iosera] +2 (1=sen aJítesen 1) +(1+semtí) = 2 (14005 a) 
A A 


292 (cosa) = 2119005 0) = 2920080 = 2 (ecos a) 
Lega, 


2 (1+cos a)» 2 (Hecos a) 


) 
Ejemplo (7) : Demostrar que: sen*x 19 x+cos* x cotgx = lg "x+cotg"x-1 
Demostración: Poridentidad: costxa1-serPx 
O A 


Luego: 
A] 


En el primer miembro, factorizamos “ser? x" 
| fa 2 2 2 2 
si (praia EE 
se [ep] casta a recho 
conta senta 


sen x ma cagta = 19 recogió! 


EL Matemática E) 


Pordierenci de cuadrados: sen'x=cos!x < (sen*x)' -(cos*x)' 
sonúa=cos a e (sentis cos? x) (son*x-cos*x) 


a 


Poridentidad: A | 
(1 (sen*x-cos* x) 


cosa sex 


l+cargx = 19 xr coto xt 


qee 
seníx-cos*x 


A) 
2 agrescagaa a tg xrcog xr Lado 
tetgde 
7 
tecorgóx 


Demostración: Partimos del primer miembro para Negar al segundo miembro, para eso translor- 
mamos todo el primer miembro en función del seno y coseno, veamos. 


Ejemplo 8 Demostrar que: 


damos comin denominador tan en el mu- 
inerador y denominado del primer miembro. 


sen x (cos x —sen x) Aus espresión del primer micro e pues 


describira: 


sos x (cos x-sen x) 


(= x-sen 2) i 
EA Sia tica e secerador 


denominador 


EN IN ET A gx 
[E Tcota x ca9 ii] 7 Liccotox 
sen 
Porpropledad: — (a-bf'=(b-a? También: ( 


tr Y 
T-colg x 


Ejemplo (9]: Demostrar que: E<05x > sen 
men» * Tecosx 


Demostración: Haciendo producto de extremos y medios, obtenemos: 
(1-cos x) (1ecos x) = sen x sen x 
d=cos x= cena > 13 sen xecos xP 131 Lag, 


b) — Simplificaciones 


Se buscará una expresión reducida de la planteada con ayuda de las identidades lunda- 
mentales y/o ausiares con translormaciones algetraicas. A continuación veamos algunos 
ejemplos: 


Matemática 8) 


Ejemplo (1.1: Simpliicar: A =(25en*0- 1)* + 4 sento cos* 0 
Resolución: 


Apicamos: (A-BF'=A?-2 AB + B?, Obteniendo: 


A > (2 sento) a (2 sento)am (0? +4 senTocos 


= 4 sen'0-4 sen'0+1+4 sen”0 cos*0 


pl 


Enlas expresiones remarcadas; lactorizamos “4 ser, obteniendo: 


4 sen 0 (senttscos” 0)-4 sen*0+1 ñ / 
Ro AA AA Apta 


Ejemplo 2. : Simpliicar: A =(1 - sen x) (sec Xx +19x) 


R 


ed 
la 
arnes) 
HE 


( 


:señ x) (115en x) 
cos x 


ace 9 (im) 
cos 


=cosx “e; A=cosx pla. 


osx cos x 


Ejemplo (3): Reducir M=19 x(1 -cotg?x) + col (1 lg?) 
Resolución: 
Electuando los productos indicados, obtenemos: 
M= tg alg cagtuscolg cago ab, 
M = 19 x (19 x COtg 2) Cotg x+colg x 
lg 
A 


m 


ml Panel Puscñas Haguiche ? 


wx Cot x 
Ejemplo (4): Simpiticar: s = LL, 202 
a (19%) > (1-cotg x) 


Resolución: 


- s- 


"ug En 


831 pta, 


Eompoll! Siritcar: P= (90 0.0 a+ cos coses 0 1séc a ot -cos cose e) 
Resolución: 


Llevamos dicha expresión en términos de seno y coseno, veamos: 


li 


Sila condición es complicada debemos smpliicarla y así legar a una expresión que puede 
serla pedida o que nos permita haliar fáciimentela que nos piden. Sila condición es simple 
inmediatamente se procede a encontrarla expresión pedida, Veamos algunos ejemplos: 


Ejemplo (4): St sent + cosec U=a Calcular valor de: E= sent. cosec* 0 


(sen O+cosec 0)? = 


(sen 6)? +2 sen 0 cosec + (cosec 6)? = 


(soo)o2 sort 


cosec TO = a 


Ejemplo 2) : Si:sen x+cosx=! 
Resolución: 


Hallar el valor de: R = 25en x cos x+ 1 


De la condición: sen x + cos x =b, elevamos al cuadrado ambos miembros: 


(sen x + cos 1)? =b 


sen'x+2 sen x cos x + cos” x 


(omlocas xJez sen cos ; 


A 


Reemplazamos (1) enla expresión 


A = 2 sen x cos x41 
105 


A=o0 1167 mo. Abs pla 


>“ Corcó Meg 


Recomendación: Estimado alumno, cuand te encuentres con la expresión: 


“Easenateosx" yte piden “sen E? = (sen xk cos x)” 
1. cuna" ves aclevaral cuadrado, 
ambos muembros, obteniendo: E? = senTxecos xt 2 sen x cos x 


. ' 
El = 142 sen x cos x ' 


T_T ee 1] 


Ejemplo [3] Si cos 0 sec 0= p Caleuar el valor de: E=costo «seco 
Resolución: 


Por suma de cubos: A + E? =(A + B) (A? AD « B?). se obtiene; 


E = cos 045000 = (cos 095000) (cos? 0-coz 0 secorssc*o) 


to Ls 


€ cocoa ossecto=a) 0 


Dela condición: cos Q + sec (=p; elevamos al cuadrado ambos miembros. 


(cos B+secoJ” =p? => cos” 042 cos 0 secbssec”O =p” 


pe Ca 


cos*gesecto = p? 


Reparan eno Em or(ptaa) e E) a 


4) Eliminación dei Ángulo 
Estos ejercicios consisten en que a parúr de ciertas relaciones trigonométricas debemos. 


ú'encontrar relaciones algebraicas en donde no aparezca el ángulo. Porlo general para elmi- 
nar el ángulo se Utlizan las siguientes identidades. 


9xcagxmto ¡o sex 
senfx+cos x m1: coseca=cotgka 1 


Veamos algunos ejemplos: 


FL Matematica TE] 


Ejemplo I:Si seno < Ya+i (M 
Resolución: 
Aplicando la propiedad. A 


ES 
Dela expresión (1) serto=a +1... (1 


'Sumamos miembro a miembro (1) y (1) 


Ejemplo 2): Elmnar"a" de: seca=men. (1) 


Resolución: 


Al =B ; obtenomos: 


Elevamos al cuadrado ambos miembros las expresiones (1) y (2) 


Dota expresión (1): (secar =(men? 

Dela expresión (2) (gar = (men? 

Restamos miembro a miembro (1) y (1) sec*a- 19% 
1 


Ejemplo (3% Eliminar "0" a cos 0 + bsen O =kcosec O 


a sen 6 -bcos 6 =cosec 610 


Resolución: 
Dela expresión (1): a cos Osb sen O =k- puna 


ein al Y 


m7) 
a 


coso Vbst 


a 


Elimina “0 


Dela expresión (2): costO=beY 


a cos O sen O+b sen O senb=k => asenÚ cosb+b seno =k 


Dela expresión (2): a sen 0-b cos o = 1 Em 


TT 


a sen 0 cos 0-b cos 0 cos O =1 => 2 senO cos 0-b cos 0 = 


estamos miembro a miembro (1) y (1): 


(aso ocora sd 5e0%0)-(2 500 corto co 0) > ka 


boto coto 10t a bs 


= kt 
1 


0) 


asbii=0 Apta. 
la=m=0..(2 
E) 
A Y) 
-4m 
=4 me mami Apta. 


7) 


Manuel Coecias Naguicha? 


TALLER DE " 
EJERCICIOS N*(9) : 
A Demosta ls siguientes entidades 
(oc aetg a)? a O cose 
Demostración: | Demostración: 
( l ,senx)]' , tesenx l 
cuen cosx) "ten a 


(tex) 

(tesen x) (1+sen x) 
cost x 

¿tesen x) (asen 2) 
teen tx 

(esen x) (190 3) 

(14 sen x) (1-senx) 


tesen 
1=sen x 


2 px cota (tosen x4cos 9) e 2(tesen x) 3 
hecos x Tesen x 


Demostración: 


= sen x-cos Xx 


Demostración: 


2 cotg'o. 


pz. sento=cost0 m1 
1 


cosec' 
Demostración: l 


La faccón del ter miembro, se puede esco | 
bir de la manera siguiente: 


Demostración: 


sen x 


sa: = 3 colg x-cos x 
ox 


3 (2) Pe a o cg cos 
Ml 
[5 09 oo 3 cg oo 


Laqd 


6. (1+cos xicosec x-cotg x)* =(1-cos x)| 2 a cotg O+cosec O 


Demostración: A 


Panel Coveñas Haguickeó” 


B:: Simpliicar; cada una de las siguientes expresiones: 


La expresión dada, se puede escribir de la 
manera siguiente: 


(cosec xecotg x) 


3. Ma cos x) 
t=cos* x 


Resolución: 


Resolución: 


EL Matemática Y, ar 


[6 : Eliminar el ángulo en cada una de las siguientes identidades 


de x=30080..(1) y=2sen8... (2) ' 


Resolución: ! 


Elevamos al cuadrado las expresiones (1) y (2): 


De (1): 


(3 cos 8)" = Ereoa 07) 


(2 sen ei=y* =4 seno 
yaa (oso) 0 


Feemplazamos () en (0): y” = 


em PT 
AS il bad e bsenx+cosx=1. (2) 


Resolución: Resolución: 


Apto [22+y=11 Apta. | ay=1 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICASTIPO 1.8.1. 


o AA 


a)! Ba C)sena 
Resolución: 


a 


D) sen 


Manuel Covcáns Maguiche 


E) cosa 


Enta expresión "T* muttiplcamos al numerador y denominador por la conjugada del denominador 


osea por: "(1 +cos a)” 


sonda (14cos a) 


) 


— Bda (11cos a) 
so 


Dela condición: coses a -cos a = 1; obtenemos: 


1 = sen a (1+cos a) 


Pero: t=cos' a = sena 


T=sen a (1+cos a) 


1 > tosen a cos a = sena 


4 


Reemplazamos (len ()——T= sena (1+c08 a) se 


Ejercicio (É) : Expresar “R' en 1érminos de "cotg a, si 


arsn acosa > lesena 


(ecos a) 0 


EL Matematica WE] Ti 


R= sena sena+ coa cosariga ya 


Re sonas costas tota; Pero: senta+cos” a=1 
R- 1 «00 


Hacemos un arúíficio, multiplicando y dividiendo por cotg? a, a esta última expresión, veamos: 
A 
aga cotgta 
o 
A 
gta 


E 


E % SNS 
MENE CO 


+ O 
caga cagúa 


Ejercicio): Esminar"0'apatrde: p=sen0+cos0..(1) — a=sen0-cos0.. (2 


a e a tr pta) 2 00 


Resolución: 
Elovamos al cuadrado ambos miembros tanto dela expresión (1) como (2). Así: 


p* = (sen Bscos 0)? > =sen 0+2aer0Tos ecos 0 ..(3) 


. 


q = (sen 8-c05 8)" = =sen U-2-aertrTos Dos 0 ...(4) 


E mam osa 2 sentoszcos* o 
2 2 2 SO 
era 2 (setorcos o) me - PS e 
: 


Foro): Sisocumplo addons: co1g"x-cos”x = cotg”X cos" a, Eva: Loma 


a)1 BJa 05 D)7 EJ9 


CN Panel Coveñas Haquicha” 


Resolución: 


El primer miembro de la expresión dada se puede escribi así: 5% -cos* y = cotg"xcos"x 


En el primer miembro 


x= cotgTxcosx mo ss 


cotg"x:cos"x 


= col Txcos"x e 


cago 


Luego: Pim = 242 Ltd 
n 


E ias 


A) 3 sec x cosec x B) secx + cosecx C)3 secx+ 3 cosecx 
D) sec? x cosectx E) sectxcosecta 
Resolución: 


¡Ordenando los términos de la expresión, se liene que: 


2 = (totercag'a)e(o tg 000 caga) Pomo: ateo? (190) (4 ano”) 


POS 


Z = (lg x+cotg x) (10% s=tg x cotg x=cotg"x)+3 (19 xecotg x) 


EL Matemática 8) HS 


Factorizamos. (19 x + colgx) 


2 = (19 xecoto x) [19 x-19 * coto x+coto"x+3] pero: 19 x cotgx=1 


2 - 09 xecag a [ytictecagirea] 
Z = (tg x+cotg x) [2419 x+cotg*x! + pero: 2=141 


2 0929 [padece 


A mota = 500 x 


Z = (Ig x+cotg x) Ñ ss = cosectx 


Z = (lg x+cotg x) 


2- (192,00 
cos x són 


SS 
ES O 


Ejercito ($) ¿Stern 0 00v0= 


.. Entonces: (vers 6). (cov 0) es Igual a: 


aa yá a 
2 2 s 2 


1 >“ asel Covers Haguihc O 


Sabemos que: Vers 


coso] y covo=1-00m0] 


Luego: — (1-cose)+(Isent)=m > 2= 


senb4 coso (1) 


Elevamos al cuadrado, ambos miembros de esta ¿lima expresión: 


(2-m)” = (sen t+cos y 


(2=m)" = sent+cos” U+2 sen U cos U => (2m)* 


2 sen U cos 0 


Dela expresión: Vers 9.cov 0 ; obtenemos: 


Vers 8 - cov 8 = (1-cos 6) (1-sen 6) 
Vers 6 cov O = 


¡sen 0-cos B+sen 8 cos 0 
Vers 00 covO = 


(sen 8+cos 0)+sen 6:c05 0. (MM) 
Reemplazamos las expresiones (1) y (1) en (): 


Vers 0 covo = 12m Eme 


Vers 0 


Vers 6 


2 (m-N+(m-3) (m-9) 
2 


Vers 0 - covO = 


verso= ica CUB cn A 


SISOOO 


EL Matemática 18 ia] 


Ejercicio Dada la igualdad: 3 cos x - sen x= 1, Calcular el valor de: S8N X1c08 Y 1 


1500 x 
74 B)3 c)2 DJ EJ 
Resolución: 
La expresión: ml :se puede escribir de la manera siguiente: 
sen x 
sen xs cos xt _ 20 x(I—Sen 3) 
1=sen x (sen y) 
sen x+cos. cosx  Vssas) 


1=sen x Cisen x) (sona) 


sen xecos kt. cos Y 


hsen x (— Nominador por la conjugada de 
(1 - sen x) osea por (1 «sen x) 
sen xecos it Oe x Mrs ad 
1-sen x (1-sen x) (1+sen x) Nx 
sen x+cos x-1 _ Cos x (lesen x) 1 ds 
1-sen x 1-sen'x =b 
senxecosx-1_ BOEK (MASON A), sen ecos xt w 
Tosen x aa 1-sen x 
+ Delaexpresion: |3 cos x - sen ; obtenemos que: 3cosx=1+senx 0) 


Reemplazamos (UM) en (y; F8N X4C05x-1 _ ST0SA y 
Tosen x me 


220) Aipta.C 


Ejerce $) Hatr: "14" paa quo a siguente cxpreión ses una ientiad: 
CO 
AS 

Ajeno B) cos* 8 C) sen 8. cos 8 D)-sen8.cosg  E)-secf. cosec8 


Resolución: 


Sabemos que: 1+IP0=sect0 |; 1+cotg'p=cosecto 


Manet Coveñas MHaquicke 


= sec U cosec Y 


dE) 


+2 M= sec U coseo 0 


E 
E 
3 


sen 6 cosd  senúcoso 
a 
sen d [eos 8] 


CosECb=00Ú-2 sen 0 cos 042 M «sec gcosesT 


sen 0 coso RM MES CR] mp € 


2 sen 8 cos U +2 M = sec 0-cosec 0 


Ejercicio ($) : Eliminar: "6" a partir de: sen 0+cos 0=YB+1 — (). 19 6+cotg 0=_ qm 
Ajarb=2 B)2b=a+1 C)2a=b+1 D)2a=b Eja=3b-1 
Resolución: 


Elevamos al cuadrado ambos miem- (sen 6+cos 6)? = (V5+1)" 
bros de la expresión (1): 
'+cos* 8+2 sen U cos O = b+1 


A+2 sen 0 cor 0 =bif = sen 0cos 0=b/2 (0 


(1) 0 (1) E D 
eomplazamos (Men (Ja = 2 Bash] Apta. 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE. 


IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 
MVELA ea A 
ESTEMOS 
rcicio(D: Reducir: O=-580 U_, 14cos 0 At 
Di Tecos 0 sen 0 da O 
A)seng B)cosecó  C)2c0s0 sec" x+cosecx 
NY 2 cosecU  E)2190 n; a? aa yes Enel 
Ejercicio£): Reducrr: r a - 
5 Ñ Simplificar l 
A 2osaa, tna 0: sete esgesón 
1-2 sena trcotg a a E 
AJO Bjsecta C)1 D)cosecta EJ2 cos x-catg'x 


Esto): Smpitca 


S- tesent 


tecosec O 19sec”U 


Bjigta 
EJcotgto 


Ecco Señale cuáles son identidades: 


tito 
tecotg%s 


14cos*8 


aJ2 
D)cosecto 


C)secto 


ALI Ba 
Ejercicio ($: Simpilicarla expresión: — / 


€) II, MD) todas E) Ninguna 


'+sen8:cos” O4cos 


E- senil 


sen"8+2 sen" 0 cos” 8:+cos' 


AJ-1 BIO C)1 D)igO E)cotgo 


A) gx B)cotg?x C)tgk D)cotgx EJgte 
Ejercicio((): Reducir la expresión: 
Ma cosa | 
cos" x-cos" x 
co 


A)2  B)1 Di EJ2 


rd: nen dim 


Eon coc x 


B) cos x Chgx 
E) senx. cosec x 


A)senx 
D) cotgx 


Ejocco Simoca espresión: ka 


sen xtg x4cos x cotg 


ñ 
sec x+cosec x A 

A) senx B)cosx Chtgx 

D) cotgx EJtgxcotgx 

da [568 AA | 5.0 

so l|7e loo loc l10€ 


Loscias Haquicáa E 


saves, 
Ejrciio $): Simplica 1 expresión Y, 
A 2 cosec x 3 cotg”x A 
IRTE 
na pñ D) coto x E) cosecx 
Ejercicio $) ; Sqpoticarla expresión: 


senx, cos x 


a + —cosec x (14 506 x) 
Tecos x Tosen x 

A)senx B)cosx Cjtgx 

D)secx E) cosecx: 


Ejercicio fl: 1 + caga =7. Catutar el 
valor de: PY tg x+cotgx 

AJ15 ala C)21  Dp24  EJ28 
Ejercicio) 
E=09a +196)(1-caga.colg0) 


G= (colga + cotg6) (1-19 a.190). 
Calular."F + G* 


AJO B)1 Chiga Diga Eltga-190 


Ejercicio E): Reduciria expresión: — 7 


(usen xecos a)? + lo 


7 (tg x+sen x) (cota x+cos x) 


AJUZ BJr 072 DJg Ea 
Ejerciciog):siésent + cos 6=0 
Hallar: E =I90 + cotg 6 + sect + cosco 6 
AJion E 
-m 
1 , 
mm) 0-0 


S = (senx yigxrcosx- Ja x). 
A) sec x- cosecx 
Cjsenx. cos x 
EJsecx-19x 
Ejercicio (): Simplitcar: 

E=tgx(1-cotg?x) + cotox (1 -tg?x) 


Bhlox. cotgx 
D) cosec xcotgx 


mo a 
Eurcioo f) : Simca: 


M = cos? xo Vtesen”, 


C)2  DJ4  EJ6 


sen x-sen"x 


AJ2sw0x  Bracogx  C)2cosx 
DjSigx Ejácenx 
Ejercicio ): nectucir 
sector 2 coser 
o- (to sema]? - — sect 
coto qe 
Ajsentx BJ0 or 
Dieostx  Elsertx (O 


Ejercicio (Í) : Calcular "M4 st 


Ma (s0c x . cosec x)?= (tax + cota? x) 
N=2425ec” 8. tg 8-1g'8- sect e 


AT BJ2  Cj3 
o 


E= son x(1 +19 x) +06 x(1 + colgx) 


DJ4  EJS 


A) cosx 4 secx 
CC) sen x + cos x 
E)igx+ cotgx 


B) son x + cosec x 
D) sec x + cosec x 


Ejercicio(f)-Sabiendoque: A, sen"0 + costa 
a que cs fuel: 6 A,-9A, + 10A, 1 


A)J2 BJ3 C)4  DJ6 Eo 


Ejercicio (f) : - 
contrar el valor de: A=(1-2%) (1 +b") 


Ba 02 


aji Da Eja 


Ejerciolo Y «56 SEXO 
Tosec xr00tg x 
see ela x 


Calcular el valor de. E= CA 
Cosec x=colg Xx 


AJO BJ CJW2 D)2 EJ 
Clas 
1c| 20] 38] 4a| 50 
sel ra] ea] 9c| 10.0 
malizol 18.0) 1. | 15.c, 


MA vive. 1: MA 
Ejercicio () : Calcular el valor de: 
(sen B+cos 0)” +(sen 0-cos 0)" 
(19 0+cotg 0)" —(19 0-cotg 0) 
Ao Br 
Ejercicio (): Reducir 


Cra DJ2 > EJwe 


(L+sen x 4 cos x) (cos x=0 


A 
(sen x=c0S x) (sen x+1) 

A)senx B) cosx Cox 

Ojcotgx  Ejsecx.cosecx 


Ejercito): Calar el valor der si 


30 P-2 sec" pet 
2 10 $ sec p=soe f 


A)-sen Pp B)-00s P. cop 
Dicotab Elcosb 
Ejercicio): Si 

Tecosec x 
Halen E 

A 

ayi B) cotgx 
D) cotgix E) cotgíx 


Ejercicio (Y Si: costx - sen? x= a, Hallar: 
K= 4 (cosók- sen) + 3 (sen?x = cos? x) 


Aj4a? Bal C)3a% D)3w% EJ2a 
Eprciciog):necucr 


P=V142 sen x.cos x +VÍ-2 sen x.cOs x 


Aj2senx  Bj4cosx(—) C)6senx 
Djásenx — EJ7cox > 
Ejerciao BY careta: cos xi 
secreto 
yá 
> 
y 
Ma 


atar K (400) A*+8*) 


A) senx. cos x 
€) sec x- cosec x 
EJNA 


B)2senx. cos x 
DB) 2secx- cosecx 


es una identidad, calcular el valor de: 2%" 


Mo Y Y4Z, ez 


ye ez y 


CS 


Sirasenx+bcosx= 


é 


EINA. 


Ed acosxbsenxix eto 


Ejercicio €/): Elmer i" 
a(1-sene)=bseno..( 
alt-cos=b0080...1M 


Aa Baá-e 1 


C)ab 


Qar-béozab Dar+tr=t 


ESOO 
Ejercicio) -Etmnar"x" en 


tgx-colgx=a (1) 


Sen x- cos x=b Sen x . cos X 


ateo d2 ora 


4 
7) 


a. Hallar: 


4 


Ba? 


ot ala otra 


1% 


Ejercicio (f) : si P,0:R;son constantes que 
satitacen le siguiente relación 


CS 


Pm áAr 
(asen x) (cosec x-1) 


P+01g"x 


Calcular: P.O.R* 


AJS  BJ2 C)4 DJS EJS 


tj +5 vo ec 


Hallar. P. = (Vers x-cov x)* 
AJI/A BIZ CIN DJS EJ7A 
Ejercicio (): Eiminar"0* aparte de: 


Zo 
» 


y colg 0 =b/a (2 
ARA Za 


Dase 3a Dar 
Ejat+b=ab 


Ejercicio () <si A=(1-0e0* 0)” 


y 


Encontrar: "A .B-.C* 


A)secx Bitox 0) tax 
D)cosx E)-tox 


EL Hacemácica TE 


Ejercicio £Í) : De las siguientes relaciones 


Ye 
wm 
meo 


eliminar “a” 


lga+colga=a 
senta + costa =b 


EJa?(1-0)=3 


Eorcicto Ds tata: 1; ta ent 


e 


coseca-sec a coga 
Aga B)colgaC)senaD) cosa EJseca 
Ejercicio ($) ¿si Í 
p£osec a+coses (1) (cosecf-cosec a) 


(cotg a =cotg 11) (cota « +cotg 1) 


Hallar: — sec” 0+cosec”O 


AJZ BI1S Ci DOS ElOS 


o 
pd 
cos TKO _ 
cos 0 


E 
148 cos" 0 
AJK 


BJ C)1 y 


Ejercicio E) ¿Si sena + cos a=13; Hallar 
toascoga Í 


TS 


44 ) 


Ejercicio 
lar men 


? -Enla siguiente igualdad. Ha- 
A 


meta coto aso cl 
mota (np 
Ís 


(a+ 5s0ra-7= 

AJA By0 D)-4 

Ejercicio (Í). : Hatar el equivalente de: 
Mason o poseo 0-1 

A) Vers 0.secto  fB)-Verso secto 

Cjcowo-sete  2D)-cov0. seco 

EJvers0.covo [7 

Ejercicio (Í) :Etminar 6; 


colo +lg4=x Y 
y Verso coeEy) 


E)-5 


m 
a 
A) X+2)(x-3)y=4 Br y =16 


C)x(y- 3-4 D)x(y- 1-5) = 
Ex (y-2)(4-9)=16 


Manuel Coveñas MHaguiehe E 


| EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 
"Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


PROKENA 1! : Enla identidad: (1 + Seno + Cos0)'=AJ3 8)2 -E] 
K (1 + Seno) (1 + Cos0). Hallar el valor de K” el dis 


Resolución: 
Aplicando: (A +B+CR=A? + B?+ CT 42AB + 2AC+28C ;oblenemos: 
1 + Sen + Cosfo + 2 Seng + 2080 +2 Send CosO = K(1 + Sent) (1 + Cost) 


2 


2.4 2(Sent + Cos) + 2 Send Cost = K(1 + Sere) (1 4 Coso) 
2[LuSand+Cosr SITO K [Le Sen9+-Gosó SETI) 


me ESO Apta B 
IES scr verdor paro — 34 eya 02 
se ver identidad: D)3/s Cu 
Senfa + Cosa = 1 - KSenta. Costa 


Resolución: 
La expresión dada, se puede escribir de la manera siguiente: 

(Sepa? +(Costa)” = 1-Kk Sen'a-Cos'a 

(Sería + Cos'aJ[(Sen'ay' +(Costay -senta-Costa] = 1-K Senta.Corta 

ñ (Sena +Cos'a-Senta Cosa) = 1-K Sen'a Costa 

(sena +Cos'a + 25en'a-Cos'g-3Sen'a-Cos'a) = 1-K Sen'a Costa 

(Sena +Cosé)” -3Sen'a Cos'a = 1-K Sena Cos'a 


EE 


1-¿S0nfa Cosa 


1-1 Sora Costa 


Por comparación de términos: e _K=3]  Rpta.B 


HL Macemática Bl Po] 


, 
IPROALBIAS - Fieducr: K = $91 119%)" Cook — A) Sentx B) Costx C)to*x 

Secx+Cosx+ 2 DJ E) Cosectx 
Resolución: 


Apicando: —(A+B'=A?+2AB +8" ¿obtenemos 
: da co [izan Senos] 

K - [Seres 2 Sen tgx tg") Cook _ osx 
Secx+Cosx +2 E 


a] 


osx 


Sen'x-Cos'x +2 Sen'x-Cosx + Sen” 
Leí 
14 Cos"x+ 2 Cosx 
Lor 


Cosx 


PT 
(+ Coser2- 005%) Cos 


14! ¿Para qué valor de "m'a siguiente ex AJA B)2 03 
presión es una identidad? D)-3 82 


(Senx+ Seca)? + 1+Costx=2+(1+19x)". Hallar"K" 


Resolución: 
Aplicando: (A+BF=A*+2AB+B* ; obtenemos 


Sen'x+2 Senx-Seox+ SecTx+1+Cosx =2+(l+tgx)” 


442 Senx Secx+ Secta = Zo(1+19x)" 


1 2, ” 
2sem ——+Secik = (1+10x) 
A (+10) 


ans y (ag 
Cosx. 
2er = 100" 


=> 
A 


1+2t9x+ tg 
OE 


me Paniel Coveñas Haguiche P 


Prost el Si Ser + Costx=m. Halar: A)2m B)2m+1  C)2(m+1) 
K= Sentx + Costa D)2m-1 Ejt-m 
Resolución: 


Por identidad auxikar: [Sent x + Cost x =1-2 Sor x Costx | k=1-2Sentx.Cos*x (1 


+ Delacondción: — Sertx+Cosx, =m 


Sen? x + (Costx? —=m: pero: 
=3 


Sentx + (1 -Sertx?=m 
Sent « (1-2 SerPx + Sentx) =m = Sertx-Sertx= m1...) 
» Dela expresión (1; K = 1-2Sen?x.Cos*x 
K = 1-2Sentx.(1- Sertx)=1-2(Sentx - Sentx) 
E 


K = 1+2(Sentx-Sen%x) q 
E A AE] 
Reemplazamos (1) en (MI): K=14+2(m-1) me 7 KS2m1] Apta o. 
[Prost 6: Reducir la expresión: A) Cos x B)1/2Senx — C)1/2Cosx 
D) Senx Ejtgx 


E=Cosecx-|Colg"x-Cos'x 


Resolución: 


[PRA 7); 0aco: serian car Ey e 
5 
lar olvalor de: E = Secx.19x 


Elevamos al cuadrado a ambos miembros de esta última expresión: 


(rss) (2) > Sa 
3 Cosx 9 


= 9-18 Senx+9 Sen'x=4-4 Ser'x 


13 Sen'x—18 Senx+5=0 


1 1 
A A 6 


Donde: — (13Senx-5). (Senx-1)=0 


1 13SeNx=5=0 = Senx=SH3 ¡) Senx-1=0 =  Senx=1 


+ Elvalor de Senx = 5/13, lo llevamos a un triángulo rectángulo 


a 
. aplicando elTecrema de Paégoras: 
Pte 0 az 
Luego: 
aji. si 
ave 
NS 
pa BOS 
q SS ENS PeRiBl 
II ro mato Jets 
as Djcosx Et 
TES 
Resolución: 
La expresión dada, se puede escribir de la manera my. yy 2C08x 


siguiente: [Senx+Cosx)=1) 


13 


C)Senx 


Senx 
(1-Cosx) 


mE “aretes Haguiic 


2Cosx l(Senx+ Cosx) 1] Senx (ts Cosx) 


k 
[(Senx+Cosx) - 1] [(Senx + Cosx)+1 (1-Cosx)(1+ Cosx) 
K - 2Cosx(Senx+Cosx+1)_Senx(1+Co5x) 
(Senx +CosxJ —1 1-Cos*x 
K= 2Cosx (Senx + Cosx + 1) Senx (1+ Cosx) 
¡Sen'x + Cos'x+ 2Senx Cosx—1 Senx 
a 
k = LL x (Sonx+ Cosx+1) _ (1+ Cosx) 
2 Senx Cosñ Senx 
PET 
Senx 
Prosiea. 9; Dada la expresión AJ7 BIO C)5  DJ4 Ea 
5Cosx + Senx=1. Calcular: E = 205% 
T+ Senx 
Resolución: 
+ Detacondicón: 5 Cos x+Senx=1 =>  5Cose=(1-Senx) = 25% 1 
(Sen) 5 
- El denominador del primer Cosxt1+Senx)__1 _, Cosx(t+Senx)_1 
miembro, racionalizamos 7, 
. mp (1=Senxl(t+ Senx) 5 1sena 5 
pora comida sepa e 00 ) 
*(1 + Sen x)'; veamos: Cosk(l+Senx) 1 1+SenK_ 4 


path 5” Cosx 5 


Invertimos ambos miembros de esta útimaex- —_Cosx 


presión, obteniendo: > 
Promteua 10: : Simplticar: AZ rS0n) 8) (2 (1-Senx) 
Ri fi-Cosx + yf1+ Cosx Cc) [2 +Senx D) y/2 —Senx 


Resolución: E) /2ySenx 


+ Blevamos al cuadrado ambos miembros de la expresión "A": 


PO (JrTCox «fra Cosa] 


HO (fox) e(/Trtosx] +2 (í=005x - fiv ose 
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1 505% 1450542 (1 CosaNtá Cos) 


2-241-Cos'x ; pero: 1-Cos*x=Sen?x 


2-2Wsenx > a 


2-2Senx 


VASO] mee.e 


ProsLeMA 11: Simpliicar: Ay Bz o 
D)-2 E) Versx 


p- Versix Cow 
Versx-Senx 


1 


Resolución: 
Aplicando: Versx=1=Cosx A Cowx=1-Senx 


(1-Cosx)' +(1-Senx)' -1_ (1-2Cosx+Cos'x) +(1-2Senx+Sen'x)-1 


Obienemos: P-= 


(1 Cox) Senx 1-Cosx-Senx 
==0=- 
p - 1-2Cosx+ Senx+Cos'x- 2Senx _ 2-2Cosx -25enx 
1-Cosx-Senx 1-Cosx=Senx 
P> a e P32] mp 
Cos Sem) 

Phone 12': Eliminar*0" de: Bra-b=1 Cja+b=1 
asen 0 =b Send +Cos 0.1 per 
bCos0=Sen0=a Cos -.(M 

Resolución: 

+ Dela expresión (: + Dela expresión (1): 

a Seno = bSent+Cosé bCoso = Seno-a Coso 

a Sen0-b Senó = CosO b Cos0+a Coso = Sena 

(a-b) Seno = Coso (2.+b) Cosé = Senv 
Seno _ 1 art Seno 
Coso, (2-1 Coso 
190 40 (a+br=190 (2) 


(a-b) 
igualando las ecuaciones (1) y (2; obtenemos 


ro lb 1 mp. 
= 


Hana Eoveñas Haguiche > 


3 las primeros intereses cientificos del hombre fue el estudio de la 
Astronomia? 


Egipcios y babilonios hicieron grandes contribuciones a esta ciencia, 
muchos siglos antes de Cristo, que luego ampliaron los griegos. 


Los estudios de astronomía exigieron conocimientos relativos a triángu- 
los, Dicharama de la Matemática pasó a denominarse TRIGONOMETRÍA (tri = 
res; gono = ángulo y metría = medida). Ya cn Cpoca de Euclides (siglo AC) 
aparecen propiedades y fórmulas utilizadas en Trigonometría. 


=Capitao  MRAZONES U UeIgo-” 
NOMÉTRICAS: DE: UN) 
di 5) ÁNGULO DE CUAL: 


QUIER MAGNITUD 


5.1 RAZONES TRIGONOMÉTFICAS DE UN ÁNGULO DE CUALQUIER MAGNITUD. 


- Ha 


+ ESCALA NUMÉRICA: Una recta digida es una recta en la que se han señalado dos 


sentidos; uno positivo y otro negativo. El sentido se indica con una flecha, 


¡Se determina una escala numérica cuando se escogen un punto O (véase la figura) 


llamado origen, y una unidad de medida OA 


, en una recta diigida. En esta escala 


*B% esta situado a 4 unidades a la dorecha de O (esto es en el sentido positivo a partir 
de O) y "Cesta a dos unidados a la izquierda de O (esto es, en la sentido negativo a 


parir de 
Bl có o 
E 
a “0 4 


La distanda drgrda OB = + 4 yla distancia dirigida OC = -2. Es importante observar que 
puesto que la recta está disgida, OB * BO y OC + CO La distanda digida BO =-4, 
porque se mide en sentido contrano al que Se ha tomado como positivo y la distancia 


irgida CO = +2.Entonces. CB =CO + OB 


+4=6y BC=BO+00=(4) +(2)==6 


+ SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES (S.C.A): Es un plano que se 
lorma al cortarse porpendicularmente dos rectas, una de las rectas se designa como 


eje "x" yla otra como "y". veamos la figura. 
Ejes de Coordenadas: 
xx : Es el eje de las abscisas o eje de las "y" 


O: Eselorigen de coordenadas. 


Semi Ejes 
Ox; Esel semieje (+) de las abscisas 
Or: Esel semieje (-) de las abscisas, 
Oy: Es el semieje (+) de las ordenadas 
OY: Esel semieje (-) de las ordenadas 


y : Eseleje de las ordenadas o eje de las "y" 


ua aniel oseñas Uaguikc? 
Cuadrantes: — El primercuacrante es xOy : (0)  Elsegundo cuadrante es yOx' : (0,) 
El tercer cuadrante es xOy : (0). Elcuano cuadrante esxOy : (0) 


Posición de un Punto o Coordenadas de un Punto. 
Se llame asi, ata localización de un punto en el plano cartesiano. Así: 


Abscisa de un Punto. 


Es la distancia de un punto al eje de las ordenadas. 


Detafigura: — [MP=ON|=  Abscisa 


Ordenada de un Punto: 


Esla distancia de un punto al eje de las abscisas. 


Deta figura: [OM=NP|= Ordenada 


Analticamente un punto se representa así: 
P (a, b) donde “a” esa abscisa y "t"la ordenada del punto. 


Observación: Al punto Pa. b). también se llama “Par Ordenado” de náimerus. ex un par en el cual el 
“orden es importante. Axl el pur ordenado (-2, 5) no es ipual que el par ordenado (5, -2). Además a, b 
"pertenecen al compo delas números reoles. 


Determinación de un Punto por sus Coordenadas. 
Localice los puntos: A (3, 4); B (2, 5); C (+1. 3): D(0, 2) y E(6,0) 


+ Enprimerlugar, se trazan dos rectas dingidas, 
perpendiculares entre si 

+ Ensegundo lugar marcamos sobre ellas, uni- 
¡dados de tamaño adecuado, (vea la figura) 

+ El punto “A', bene abscisa 3 postiva y orde- 
nada 4 positiva. 

+ Elpunto "E", ene abscisa 2 negativa y orde- 
nada 5 positiva. 

+ Elpunto*C”, ene abscisa 1 negativa y orde- 
nada 3 negativa. 

+ Elpunto*D”, tiene abscisa cero y ordenada 2 
positiva, 

+ El punto “E”, tiene abscisa 6 positiva y orde- 
nada cero. 


cua d 


HL Matemática E] Tis 
Radio Vector (+): Es el segmento dirigido que va del origen al punto P (a, b) 4 053 7 
se representa por Y y es siempre positiva, su valor está dado por la férmuta.: 1] = Ya" +b 


Demostración: 


-  Ubicamos el punto P (a, ), en el plano cartesiano, 
-  Porelteorema de Pitágoras, calculamos *F”. 


ateo 

Donde: gel dao? 
abscisa 

Siendo: b= ordenada 


1 =radio vector, (1> 0) 
5.1.1 ÁNGULO EN POSICIÓN NORMAL 
Un ángulo está en posición normal sí su vértice está en el origen y su lado inicial coincide 


con el semleje posilivo de las abscisas y su lado linal en cualquier parte del plano. Si el lado 
final coincide con un eje, el ángulo es múltiplo de 90". 


a > ánguloen posición normal (+) 

P + ánguioen posición normal () 

OA: coincide con el eje (+) Ox 

a: ánguiodeO, (Primer cuadrante) 
P > ánguade Oy (tercer cunarante) 


Ejemplo: Trace en posición normal un ángulo 
cuyo lado terminal pasa por el punto (-3, 4). 


Resolución: 
Segúnta figura 'B" es un ángulo positivo y "y" 


es un ángulo negativo. Donde los dos ángulos 
cumplen con la condición del problema. 


5.12 ÁNGULOS COTERMINALES. 


Dos o más ángulos en posición normal son coterminales cuando sus lados finales coinci- 
den, si dos ángulos son coterminales, su diferencia debe dar, un número entero de vueltas. 
orevoluciones. 


MH Panel Cunias Magucheo 


En la figura a y P son coterminales, ade- 
más se observa que: 


P=1 vuelta «a 
Donde: P=a=1veta 
En general: si: “%" é "Y son coterminales 


=nvueltas Ó: x-y=nrevoluciones 


Luego: x-y=n1ew.=2nKrad.=nx 360" 


En la ligura: -a y -P, son coterminales, a 


demás ae observa que: 
4 =-a- 360% 

Donde 260*=P=a 

En General: Sk*x" € *y son coterminales. 


Entonces:x=y =nrev.=2n rrad.= nx 360* 


su “con cual 


Siendo: — *n" número entero 


Un ángulo en posición normal, es cuadrantal, cuan- 
iquiera de los semiejes de un sistema de coordenadas 


rectangulares. Los ángulos cuadrantes no pertenecen a ningún cuadrante y son de la 


tomanx90"ónx Zas (Y n « 2) 
n (entero) mxgo" 6 mirad Angulo 

E (nx0*=(-1xFad -90*=- had 
o 0x9" =0xZmd 

1 1% 90%= 1 Fmd 

2 290" =2xmd 

3 30903 ind 

7 REST] 
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5.1.3 Razones Trigonométricas de un Ángulo en Posición Normal 


Las razones trigonométricas del ángulo "0" se delinen como se muestra en la tabla: en las 
definiciones que siguen, se va a establecer el domunio y el recorrido de las razones 
trigonométricas aunque deberian ser evidentes. 


Sea "6" un ángulo en po- 
sicónnormal ysea*P"un 
punto cualquiera (distinto, 
de O) en el lado terminal 
deso 


Radio vector de Pr 


RAZON. REGLA DE 
TRIGON, | CORRESPONDENCIA fino» OS 
Ordenada de P__b todos os 
seno= | Ordenada de PD | rodostos ángulos + |-15 numerica reses S 1 
Rodo vector de Pr E ps 
3, rodostos 
cos = Abscisa de P__2 | Todostos ángulos — |-1< números rentes <1 


Ordenada de P_b. 


Todos los ángulos 


“odos los números reales 


Ordenada de Pb 


0= 
> Abscisa de Pa para los cuales a +0 
eeGo= | -Absieado Pa Todos tos ángulos | Todos los números reales. 
Ordenada de P_b para los cualos b+ 0 
e= | Radio vector de P_1 | Todos los ángulos | Todoslosnómeros rasos 
pres Abscisa de Pa | Paraloscuales ar O s-1821 
gu Todos os números reales 
coseco= | Radio vector de P_ 1 | Todos los ángulos eros 


para los cuales b +0 


s16>1 


Propiedad Fundamental: Las razones trigunométicas de dos u más óngulos cuterminales, son 


iguales, veamos algunos ejemplos: 


sen 40" 


sen 400% = sen 40% 


MA 77 Td cis Tego 
Ejomplo 2; cos 730"=? Ejemplo (8): tg 1120*=7 


Resolución: Resolución: 
2vuehas 


3 venas. 
cos (730%) = cos (2x960"+10") = cos 10” | tg (1120") = 19 (3X360%+40") = tg 40* 
QS n= — Ey 


GenenaL: Sta y O son colerminales («> 0), entonces: 


Razón trigonométrica n = Razón trigonométrica (n x vueltas + 0) = A.T.(0) 


RAT()=AT (0x Rev + 0)=A.1(0) 


SIGNOS DE LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS ] 


En el presente cuadro se olrece el signo de cada razón trigonométrica para cada cuadrante. 


Razón ar 02 as os 
Trigonométrica | (17 cuadrante) | (2* cuadrante) | (3* cuadrante) | (4* cuadrante) 
sen + + - - 

o + E + - 
cotg .* . E 
sec * - A ya 
cosec . , E E 


Siendo: 
P Primer cuadrante 

s ¡Segundo cuadrante. 
T Tercer cuadrante 
OC: Cuarto cuadrante 
RT: Razóntigonométrica 


EL Matemática A] 
“3 VALORES QUE PUEDENTOMAR LAS RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 


(O E 5d 
co gu) 
o) colg (ónguto) E 
sec (ángulo) >1 
o cosec (ángulo) 
y - 


O TALLERDE 
_ EJERCICIOS N? 


Ejercicio (4: Siendo: cos 0=03;(0.e Oy): | Ejercicio (2: Siendo: seca=18;(a.< Oy) 
Calcular: 190" Calla: "sen 


Resolución: | Resolución: 
+ Dela condición: cos 0=03=2=1 
53 


ll 
| 

3 Hipetensa 
rada 
! 


Pitágoras: 


aa Phaniel Coceñas Haguicie” 


Ejercicio (8: Siendo: sen 9 =0,96 ; (0. O): | seri Ejercicio (A; Siendo: tg a=-0,75:(a.€ O): 
Calcular. E=sec6-190 


os a sen a 


Apta. | M=715 


TALLER DE 
- EJERCICIOS N* (11) 


Ejercicio. 1: Hallar el equivalente de: Ejercicio (2; Hallar el equivalente de: 
sen1470" 19 2580" 

Resolución Resolución: 
+Enprimerlugarreelizamos la siguiente ope- 

ración. 


1670" L950" 
Lo ml 170" = 4 x 36030] 
30 voca 


Luego: sen 14707 = sen (4x360"130)) 
Avelar 


:.[sen/1470* = sen 30" 1/2 Apta, 
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Ejercoto [Hal el equivaente de: || Eercclo 8 Hal l ouvalente de: 


cose 3 256". ctg 4 365" 
Resolución: | Resolución: 


Fóosec 4.256" = 26/7 


eno peros Aros 
ÁNGULO DE CUALQUIER MAGNITUD TIPO L8.M. 


sl punto P (12,5), pertenecen alado fina del ángulo en posición normal "6", 
ca Cos or 


La E 0-2 -E CES 


» 
,, a 12 s 1 5 


Resolución: 


Ubicamos el punto P (+12, 5), enel plano cartesiano, 
veamos la figura: 


Porel teorema de Pitágoras, calculamos “Y” 
Przs) 


aa 


254144-160 
E 
DA] apa 


a 


ME Panecl Poceñas Naguicke? 


Ejercicio (3) :Sielpunto P (24, 7) es un punto que pertenece allado fina el ángulo en posición 
normal 0 Calcular: "coser O- colg Ud" 


D) 


al B)7 
5 y 


24 ES 
Ñd a 


Ubicamos el punto P (-24, 7); en el plano 
cartesiano, veamos: 


Por el teorema de Pitágoras, calculamos "1" 


ey ay 


dim 5764499625 


(105 AS 

ado Vector . 25 Abscsa_ . 24 

Luego cosec O = ET E 
Ordenada 7 207 ordenada 7 


Los valores halados, lo reemplazamos en la expresión incógrita: 


cosec 8 - cotga= 25-24 > cosec 0-cotg 0= 25124 49, 
d a 
DS re 


y cumpliéndose que: a. € O,, hallar el valor de: R=sen a+ cosa 


) 


al 
e 
ones 


4 
nt 
155 


EL Matemática ON 


- Por el teorema de Pitágoras, calculamos OP | Luego: — R=sena+cosa 


OP” - 00 +0P 


KR - Ordenada, Abscisa 
bd > Radio Vector Radio Vector 
Pa 94:16 25 


OP - 425 => 


Apta. 8 
Ejercicio) Sictpeto (3,4) eun punto que pertence alado nal el árguo "en posición 


normal. Calcular: A = fsen O cos O 198 


NES B) 415 c) 35 D)-35 EJNA 


Ubicamos el punto P (+3, 4), en el plano cartesiano, 
veamos: 


Por ei teorema de Pitágoras calculamos 1” 


ea 


= 16+9 = 215 


00502 


Badio Vector 55 
Reemplazamos los valores hallados en la expresión *R”. 


A fsn 0 0 o A (9E39- E an 
ó » SUS IUaJ dass Tor 
Ejercioto($): Siendo: 6 cos? a - 13 cos a + 6 =0; (a e O,). Calcular el valor de; E =sen a. Iga 
A s s a 
a eE oí z m7 
de y E Ss D s EJNA. 


Resolución: 
De la expresión: 6 cos? a - 13 cos a + 6 = 0; Factorizamos por el método del Aspa 


m0] 
A 
ST, 


sel Poveñas 
Donde: — (30052) (2c05 a.-3)=0; Ahora cada factor lo igualamos a cero: 
N 3cosa-2=0 Como “a” e Q,, este valor para el 
[cos a, si cumple ya que el coseno 
300=2 > ma E en el O, es positivo. 
M 200s0-3=0 Es absurdo; pues la descarta- 
mos ya que el valor de coseno te- 
2050=3 => 0. e que ser menor que 1 


Luego, palicamos el valor de: cosa = É, en. cuarto cuadrant, vamos 


Sabomos que: | cos a = E 


Por el teorema de Pitágoras, calculamos “b" 
ES 


bd 9 bis 


boa 


Luego: sena = Ordenada _b_Y5 


Radio Vector r 3 pde 


Reemplazamos los valores hallados en la expresión E” 


E=sena ga 


CI 
Ejorcicio ($) : De la figura calcular: 


E- 30na-9 cosa 
sen 0-/3 cos 0 


E E E 
» E dd 2 e 3 
El 
al EINA. 


-  Enel2* cuadrante: calculamos OP por me- 
o del teorema de Pitágoras: 


or? = Put+mo? 


or? = (20) (a) =éa sa? 
or sat > OP= 1507 


OP 45 da” o: OP=ySa 


Ordenada__ 24 2 Abscisa 1, 
+ Enetl ONO: son a HL to 2. 
iS Fado vector V6d YE O" ago vecs 13%” YE 


- Enel? cuadrante calculamos OO por medio del teorema de pitágoras 


06 oni+no? 
00 (V3 a) stay mo a? = DÓ=vi a? 
A 

luego: — sen o=_ Ordenada 2, 1, cosp= Ascss 43 18 


cos 0= 
Radio Vector 24 2 Radio Vector 24 2 
Reemplazamos los valores hallados en la expresión "E". 


imticio a a E. 
mo Va e) 4-3 


5 5 
E CE 
==“ -2 


VE. VE SNA 
Sa 2% SS y mm. 


Ejercicio (Í): Entre que valores debe estar *n" para que se cumpla que: cos x = 211 


AJiSnSt Bltens-2  Cj-tSns2  DJOSnS2  EJNA 


Mn _ 


Manuel Coveñas NHaguicke 
Resolución: 
Sabemos que; cos x'toma valores desde -1 hasta 1 
Luego 15 osx st 
20. da 
as E si :mulipicamos”x3 "a cada miembro. 
35 2-1 53 ¡sumamos"i”acada miembro 
301 mt r15341 
-25 2n <4  ¡ómdmos":2"acadamiembro 


En SENS 


Ashsi >». WO] ra o 


Ejercicio ($) + Si "p" pertenece al O, (segundo cuadrante), para que se pueda cumple que: 
2041 


son $ = 222, jos mitos do“ dobon ser; 


1 1 1 
ap2en<r Blen<r 0-1sns1 Dien<l EJNA 
Y de o D) 2 8 
Resolución: 


¡Sabemos que: "sen [ toma valores desde -1 hasta 1; pero como *P”, está en el segundo cuadran- 
le el "sen [debe lomar valores desde O hasta 1, veamos: 


Os sembs1 


os Pl <1  ¡motipicamos”x 3" cada miembro, 


0S 2N+1 53 ¿restamos"itacadamiembro 


ia E los 


Ejec $) : atar sn de pccucto 


L sen 160”.cos200" — Il. cos 260".sec300" ML 19210".cotg31o” 
ARA BRA A DO ONO 

Resolución: 

Sabemos que: 


D sen160* => senoenel2“cuadrante es (+) 


Lsen 160% cos 200" (+) ()= (-) 
M cos 200* =  cosenoenel3' cuadrante es (+) 


IM) cos 280" =  cosenoenel3" cuadrante es (+) 
“alo, 


A cos 260" _ sec 300" = (+) (+) = (-) 


IV) sec3go” = secante en elá" cuadrante es (+) 
+ 
calo, 
V) 19 240" = tangonteen el 3* cuadrante os (+) 
+ 
ala 
Al ML 15 210". cotg 310%=(4) €) =()] 
VO coapo” = cotangarte en el4 curan e 
o, 


Luego, los signos de cada producto son: US 


e 


E 


LEE a a, 25% mao, mo 72% a 
3 3 
A) Ninguno — B) Todos yn my Ey 
Resolución: 


Dos ángulos serán coterminales cuando su diferencia sea de la forma: 2n x rad. siendo "n" un 
número entero. 


PHaneel Coveñas Naquichel? 


De (1 y (0) 


+ Como "n' ha resultado ser un número entero, 
esto quere decir que y Il:sisoncoterminales. 


De (y (1): 


. n=24,9 


sie: ¿Cuáles son cuadramtales? 


+ Como "n' ha resultado no ser un número en: 
lero, esto quiere decir que I y lll, no son 
úcolerminales. 


De (1) y (a: 


75H SK, 
a 


201 


+ Como “n' ha resultado no ser un número en- 
toro, esto quiere decir que Il y II no son 
coterminales. 


56 n EN mm, 1.827 x 
8 a B 
A)Todos —— B) Ninguno ty Dry EJUya 
Resolución: 
Para que dichos ángulos sean cuadrantales | + Como "n' ha resultado ser un número ente- 
cebentomarla siguente lorma: Estado" || ro, quiere decir que: BZ sis 
un número entera. cuadrantal. 
nn 56% o migo [Mo AE 182A 
2.8 2.8 
+ Como*n', ha resultado ser un número ente- O 
1o, quiere decir qu ES es 


= n=182 


, S OS Sr. 


ZC Matemática 3 


del 


Erico $ = ¿Cuáles delas siguientes proposiciones son verdaderas? Coloca una V dentro 
$87 ¿Cuáles son tlsas? coloca una F dentro del paréntesis? 


A) EnclQ4la tangente es negativa y la cosecante positiva. () 


o] 
o 
D) 


En el Q, y Oy el coseno y la secante, son negatvos 
En el O, el seno es negativo y colangente positivo 
En el 0, la cotangente y la secante son Negativos. 


o 
o 
o 


Resolución: 


A) EnelQ,la tangente es negativa yla cosecante positiva. (F) 
Lo verdadero es que en el O, la lg" es positiva yla cosecante negativa. 


B)  EnelQ,y Q,el coseno y la secante, son negativos 
€)  EnelQ, elseno os negativo y cotangente posilmo 


mv) 
1) 


Lo verdadero es que en el Q el seno es negativo y cotangente negativo. 


D)  Enel0,!a cotangente y la secante son negativos 


Ejercicio) : Siel punto P (-1: 2): pertenece al 
lado final del ángulo en posición normal “0”. 
(Oc 0,) Hallar: E= V5sec 0-19 0 


AJO B)6  C)7 02 EJ-S 


Ejerilo €): Sierpuno O (-43;-1) pee 
nece al lado Ina del gut en posición nor 
mal 6? e O) Halar 0 coses 


543 


A) B)3 3 0243 


124 
3 


(Y) 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE RAZONES 
TRIGONOMÉTRICAS DE UN ÁNGULO DE CUALQUIER MAGNITUD. 


AJ-2/Z B)-3 C)3  D)2V2 EJ1/3 


Ejercicio (siendo: tg P= 
cular: K > cosec p+colg 


175, Pe O Cat. 


ayi 


Ejercicio €) : Siendo P (-3; 1) un punto del 
lado final del ángulo "0" en posición normal 
Hallar el valor de: 
E=cotg + cosec* 98-319 

B)J8  Cy10 DJ12 Em 


Ejercicio (3:Los cuadrantes en que el cos Ay 
19.6 ener el mismo signo son. 


7) 
DJiy iv 


B)1 C)3 D)=113 EJW3 


Ajo 


B)1ym 
EDIyIV 


ym 


Eproctof): stas 0:08 0,setaaotagro 
e 


1 Panel Eovcias UHaguicáa E 
TA ejercicio $): 0 rio Hala: 
es oa 
29 cos B-V/18 cos a 
A) 1519) ISO) 
Dry E) no se precisa. 29 
Ejercicio É) : Del gráfico, Hallar: "sec* a: + | py 4 
colga” 
05 
mon 
D6 
sie 
Eja 
us 
y 
AN 
ciclo (7 : Si se ti cosec a =26; (0. 
A di | 00 peo 
sia la: llo lalo. 
| 
ga 2 pp 
a ) Je ) sn )) 


A ve. y 


Ejercicio) : Siel punto P (-5,2) es un punto 
que pertenece al lado final del ángulo en posi- 


en homalra: Caer 
E- 13 conri a 
292 9292 
a eg == 
s 5 dE e 15 


Ejercicio): Siel punto P (5-9) es un punto 
que perorece al lado final del ángulo "9 en 
Postión nomal Calcular 


S = sen 0 cos 8 190 


YA 


» 
d 3 


EJNA 


Ejorclo $) Siga 
quesa.« O). Hatarel valor de 
A=(sena + cos of? 


AS 


BJina c)28 


D) 5/19 EJNA 


siendo *a" del 


ds 
n= 
5 
Ejercicio $): 540% 0,yae Octalque 


Coso=-2 yTga= 2. Halarel valor de: 
5 


K=seng. cosa +c0s0.sena 


EL Matemática 1] 


al m%c2 mí ena 
ES > 

Ejercicio): Sabieno que 

sena=-08; ae Oy Evaluar: 
K=32colg a +50 cosa 

A)-16 B)-10 C)-6 D)-8  EJNA. 

Ejerciclo $): si: == L==1 
9 Mi /5-13 cos p 

Hallar: M=secP-1gB;Pe VQ 

AJUS B)S CJUS DJS EJ 


Efecto): Ena gra estad; Hala el 


capa E 


Eercilo(): Siendo 
4senta- 13sena+3=0,(ae O). 


Coleuar el valor de: M = E colg acosa 


1 1 1 


TS 
12 


m2 
9 
an 18 | 2A | 58 
2 5.A 7.8 10.A| 
EA 
E e B|, 2 8 a y 5 


EjorcicidlÉ : Daco:1g9<0 y sen 9=-! 


Calcular: E = cosec y = YI cotg 9 


ES 


Ejercicio): Dadola expresión: 5 
Eeractinalzaneniiaces 


Ejercicio E) : De la figura mostrada; Hallar: 
sen. seno. 


= 
polo: AECI 
¡Neo 


a (sec a) * 
Si: « O, Calcular. =Iga + seca 
0)3 
: Hallar el signo de cada producto: 


E] 
Ejercicio 


L sen190".cos 290" 
lll. eos 120". sec 200" 


BC 
IST 


B)-2 D)-112 EJ2 


19 160". sec 200" 


A 
IIOTS) 


ISIOTO) 


terminar los limnés de “K” 
la siguiente igualdad. 


4sena+5=2K 


Ejercicio JA: Sabiendo que: “a” es del Q, y 
que: 4 3=5K. ¿Cuáles son los límites. 
derk7 


Ejercicio () : si: C 
(2, 3). Calcular: 19 
6"; siendo: ABCD 
vn cuaciado, 


AJ-1/S  B)-25 
ES 
E)-25 


— PHhanuel Coveñas Haguiehe 
Efercicio((): ¿Cuáles son ángulos coterminales? 


m, 105 Zag, 
. 
miyn By cay 
Bliecos ElNoguno 
Ecieto $): ¿Cuáles delos ánguos son 
card? 


AZ ag 8 a 15 aa, 
a a a 


ayi 
D) todos 


By 
Blringino 


Ejercicio ($: ¿Cuál es incorrecto? 
A)372'€ O, B)917rade 0,C)-250%e O, 
D)-606"« O, E) 1710 r80.e O, 


SU 


: ¿Cuáles de los ángulos son 


m.+ 360 mm. 22% pag, 
s 


A) Ninguno 
Dn yin 


8) todos 
EJlyn 


ym 


Ejorciio $): ¿Cuátes de ls ángulos son 
ado 


EEES EE 
7 
Apodos: BpIIyiM C)Ninguno 
D)yin Enya 
18 20 38| 48 5D 
sal 78] eel 02.0 | 10.0 
melazel 13.8 


A 


6 ESTUDIO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA 
TRIGONOMÉTRICA 


6.1.1 CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA: Es una oicunte- 
rencia inserta en un sistema de coordenadas rectangulares 
cuyo centro coincide con el origon de dicho sistema, esta cr- 
cunloroncia tiene como caracteristica lundamental, el valor 
del radío que es la UNIDAD (R = 1). Esta circunierencia 
trigonométrica sirvo para representar a las Líneas 
rigonométricas. 


Noto: La ecuación "e + y2"= 1" esla ecuación Caminico 
1 dela circunferencia de R=1 y centro 010.0) 


) 


86.12 ELEMENTOS DE LA CIRCUNFERENCIA: Se tiene los siguientes elementos: 


D 00,0): Origen dea circunterencia, 

M) A(1.0):Origen de Arcos, a partir del cual 
se miden los ángulos trigonomátricos es 
decir ángulos positivos, negalivos y de cuar- 
quier magnitud. 

li) B(0.1): Origen de complementos 

Iv) A' (1.0) : Origen de suplementos. 

Y) B(0/1): Sin denominación espocilica 
+P(xy): Punto “P* de coordenadas (xy) 


6.1.3 PROPIEDADES CONVENCIONALES 


2) — Radio de a circunlerencia igual a la UNIDAD 

b) Cuatro cuadrantes numerados, cada uno de los cuales mide 90”, 100 g 6 n/2 rad. 

€) - Se adoptan los signos de los ojos coordenadas o sea los segmentos OA y OB son 
positivos y OA! y OB' son negativos, 


Mal Pocas Magic? 


Caracteristicas de la Circunterencia Trigonométrica: 


Por fórmula: eh Rai 


e=k >. 0=L) (Sólo se cumple 
1 Tuméricamente) 


“Es decir que el número de radianes del ángulo central 
esiguala la longitud de arco pero sólo como arco rumé- 


ra] = [tof| = [wo7s4-1 
7 spin 


Ángulo en Ano Múmero Real 
Radianes Numérico ee 


Representación: 


Se representa por la perpendicular trazada desde el 
extremo del arco, hacia el diámetro horizontal: 


= : sen O=y 


-EnerÍ00P: sen 0 = PO.Y 
OP 1 


Delafigura: sen ÁP =sen8=PO= y 


Representación: 


Se representa por la perpendicular trazada desde el 
extremo del arco, hacia el diámetro vertical: 


-Enel/Á PNO: cos 0 = 


Dela figura: cos ÁP=cos0=ÑP==x 


- 8 


Representación 


Ls ura pasto de la tangente yeométnica trazada por al 
unjen de arcos (A(1.0)), se empieza a medir de esto 
origen y termina en la intersección de la tangente 


¡geométrica con el rado prolongado que pasa por el ex 
termo del arco. 


-EnclÁ TAO: 19 0 


De lafigura: 19 ÁP 


Representación: 


Es una pane de la tangente que pasa por el origen de 

complementos B(0,1), se empieza a medi a partr de 

ese orígen y termina en la intersección de la tangente 

mencionado con radio prolongado que pasa por el extro- 

mo del arco. 

-Enell7180: cotg e= 8L 
BO 1 


: catgb=x, 


Detaigura: o Pecogo=Br=x, 


Representación: 


Es una pane del diámetro prolongado que pasa por el 
rigen del arco, se empleza a medi del centro de la cir- 
¡unlerencia y termina en la intersección del diámetro pro- 
longado con la tangente geométrica trazada por el extre- 
mo del arco. 


a axial Goueñas Haguicha E 


Representación: 
Es una parte del diámetro prolongado que pasa por el ort- 
¡gen de complementos, se empieza a medir enel centra de la 
trcunterenca y lermina on la intersección del díámotro pro- 
longado con la tangente geométrica trazada por el extremo 


Esto que le falta al coseno de un arco para valer la unidad. 


Es verso se empieza a medr a partir del origen de versos que viene a ser el origen de arcos 
(A(1.0). y termina en el pie de la perpendicular trazada desde el extremo del arco al diáme- 
tro, horizontal. El verso os siempre positivo 


Pordelínición: Versd=1-c050 — ..(M 


Dolafigura: — VorsG =MA 
-Enelidlomp: cos o = QM, OM 
NN 

coso = OM (1 


Reemplazamos (1!) en (1):Vers0=1-OM me .. Vers0=MA 


Línea 


no Ver 


Esto quole falta alseno de un arco para valer la unidad. 


El coverso se empieza a medir en el origen de conversos que viene a ser el origen de 
¡complemento (8(0,1)); y termina en el pie de la perpendicular trazada dosde el extremo de 
arco al diámetro vertical de la crcunlerenca trigonométrica. El coverso es siempre positivo. 


Pordetinición: cové=1-sené 


Detafigura: — covo =BM 

mo 
1 

sona = MO. .«M) 


-En el ZOMP: sen 6 = 


Reemplazamos (len (1): cove=1-MO me  cov0=BM 


Ex 


External (| 


lec) 


Es el exceso de la secante respecto a la unidad, 


La exsecante se mide a partir del origen de exsecantes que viene a ser el origen de arcos y 
termina en el punto donde termina la secante de ese arco. 


Sila secante se mido hacia la derecha del origen de exsecantes es posiliva y en caso 
contrario es negativa. 


0 


Reomplazamos (1) on (1): ex-50c 8 


Nota: Panala resolución de los problemes del pesen 5 
te capítulo hay que tener presente los siguientes con Cecagfirencia 
cepo 


Circunferencia; Linea curva cerrada cuyos puntos 
cesión todos a igual distancia de un pueno interior lo 
mado 

- Circle 


Circulo: Saperficie comprendido euro de lacircunfe. (Lo Achurado) 


Panect Coveñas Haguicho 2 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
EN LA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA. 


Ejercicio (Í) :Enta circunterencia trigonomé- 
rica: OS = 5/3; Hallar: BT. 


- Poomplazardo (Men): 419.0 = BT 0 


+") Enel Í OPS: Aplicamos el Teorema de Pitágoras: 


5 
Si 


0 


Ejercicio (8): En'a circunlerendiatrigonomé- 
tica de la figura. Calcular: AT x PO x AR. (Si: 
PQ=0R) 


TZ Matematica El 
2TOA= £ PTO=0; por ser 45 correspondientes. 


+ Porpropiedad: (En el 4 ATP) 


2 ATO= 4PTO=a por sor un A Isósceles. 


"Enel JOA: 19 a = TÁ=Ig a 


- De acuerdo alefigura: TAR GR=PO=T90 > POsiga 


3Enel DBñar: caga E > Coagaigasáñ > : 
ga 


Luego ATAFOx AR=Ignc ga ta 


Ejercicio ($: Halar ol área de la región 


Manuel Coneñas Haguiche”. 


ON STO 
ON Ne (42) 


Ejercicio $) :En la circunterenciatrigonomé- 
tica: (C.T,); OC = 9/4; Hallar: OD. 


4Y5 aNí 248 
ne DS 9% 
Resolución: 


Enel 4000: sen 6-20 
oc 


Por el teorema de Pitágoras: 
a 916 


Ta 2x7 


-Eneiboco: — seco = 22.00 


Ay 


Igualando las expresiones (1) y (1): obtenemos que; 


Ejercicio): tata ol áros sombrenda en ici 


culo trigonamélrico mostrado: 
AJOS BJOS c)0.5 
DJ0.7 EJos 


Por definición de circunferencia trigonométrica. 
OA=1 y 00=1 


¡Como elÁ OAP es isósceles: OA =AP=1 


Ahora, calculamos el área sombreada: 
Arca sombreada = Area ZÍ OAP + Area A Q0A= 


AS A 


Ejercicio 
tica, 


En la circunferencia trigonomé- 


AJsene. B)2sen0  C)sente 


D)i+seno — EJ1-sene 


+ Sabemos que: OB = 1 


*)Enet Di NMO: — cotg a 


MO. 
MÑ 
: Moog a = NA 
NH 
ES 


+) En ollA NH: wa 
Big a MA 
Igualamos (1) y (1): «Dela figura: 
Micatg a = Boa Bñ-B0-DH == 0m=1-48 
mm 0 y ET 
cotg a 
(ama 
Reemplazamos (IV) en (MI): MN = == => MÍ (cotg a+tg a) = tga 
ga 
E 
mm (sosa aa) — mu[costarsenta) _ sona 
lies cos a sen acera ) > cor 
) - ma A 
sona 
«Delafigura: Ora =180 => a = (1809) 
En esta última expresión tomamos la función “Sen a ambos miembros: 
sen a = sen(180%0) > sona sen 0. (Y) 


Reemplazamos (VI) en (V); obteniendo: its N| Apta. C 


FL Matemática 15 


6 EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
"LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


ENLA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMÉTRICA. 


novra, 1: MS 


la circunferencia trigonomé- 


1) OM=seca 
11) OP =coseca 


AJVVF  BIVVWw o] X 
CFF D)VEV 
E)FFV 


Ejercicio $) En el circuto trigorométrico. Ha- 
lar el área dela región sombreada, (OP =PO) 


A)sena- cosa 
B)25ena.cosa 
C)4 sena. cosa 
D)iga.sena o .« 
E) colg a. cosa: 


Ejercicio (): Indicar verdadero o falso en la 
cr. 


Ejerciclo $): En eltrulotigonomético: Ha- 
lar el área de la región sombreada. 


az Dianacl Poveñas Haguichció 
> 
e a || amar 
Brgapu  DaÉ 
) 112190) 
IT A ” 
D) (cosec a)? 
Edo al da EN0/2 sec 0) 
Elec 
Ejercicio (Je En ol circulo tigonométrico, Ha- 


lar el área de la región sombreada 


MA siv+. y» 


Ejercicio €) : Ena icunterendiatrigonomé- 
rca, Halle: 9 a +cotga; St AP=2x+1 y 
a] 


Aja 
B)13/12 


025112 
Dp123 
E)25/3 


Ejercicio): En elsiguiente C.T. Halar el área. 
sombreada (a => radianes) 
AJOS(a+Iga-20) 
BJOS(a+coga-20) 
005(a+ gar) 
D)0:5(a +colga+2x) 
EJO5 (a-19a-21) 


Ejercito): En el crulotrigonométrico ad: 
junto; determina el área dela PO. 


A)-0,5 sena.cosecó B)-0,5 sena. secg 
C)05c08 a, cosecg — D)O5sena-sec (p) 
EJ 0.5 cos a. cosec (9) 


Ejercicio () : Con ayuda del siguiente C.T. Ha- 
lar cl área de la región sombreada. 


Ejercicio (): Indicar en la circunterent 
trigorométrica. La expresión falsa. 


Ejercicio (): Hallar el área de la región 


sombreada en el CT. 


6.1.5 RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE 0” Y 360" 


a<: Nosingica que * 
va disminuyendo su va- 
lor hasta qué tome va- 


Según la figura los án- 
gulos de 0* y 350" som 
úcoterminales por tener 
¡el mismo lado inicial y 
final 


| 10121 3.814A15.El6.D 


- Sea”a" un ángulo en posición normal sieste 
“ángulo disminuye de valor hasta reducirse a 
Er 


Entonces el lado línal coincide con el lado 
inicial dorde el punto P (xy), se convierte en 
PIO) 

Osea: P(xyI=P(1.0) 


Donde: x=1 (abscisa) ; y=0 (ordenada) 


Luego: 

sen 0" = sen 360" = Ordenador | 
Radio Vector 1 1 
Abscisa 


cos 0" = cos 360" 


Radio Vector 


M2 Panal lso guide 


6.1.6 RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE 90" 


Ey -  Sielángulo a” en posición normal, crece de 0* 
a 90”, el radio vector que se encuentra en el 

semieje"x” positivo coincide con el semieje po- 
sitvo “Y” entonces las coordenadas del punto 
P(1.0) se corviente en P(0.1), es decirla ascisa 
tua *X se reduce a cero la coordenada “Y” es post- 
iva e iguala 1 y elradio vector "1" esiguala "y" 


a=90 


x=0 L Abscisn 
y=1 = Ordenada 
1=1 = Radio Vector 


Radio Vector 
y. —Abscisa_ 1.0 
Radio Vector 1 1 
Ordenada _ Y _1 
Abscisa xXx 0 


cos 90' 


1990" 


(Na definido) 


61.7 Razones Trigonométricas de 180" 


- Si el ángulo “a” en posición normal, crece de 
80" a 180", elradio ubicado en el semieje posi- 
tivo Y” coincide can el semieje negativo "x* en- 
tonceslas coordenadas del punto P(0,1) se con- 
vierte en P(-1.0), es decir, la abscisa"x' es ne- 
¡ativa e igual a -1 a ordenada “y” se reduce a 
cero y el radio vector r=1, en consecuencia. 


a=180" 


x=-1 = Abscisa 
y=0 = Ordenada 
T=1 => Radio Vector 


y 
í 


L=(No detin) 


EL Macemicica 


6.1.8 RAZONES TRIGONOMÉTRICAS DE 270 


Si el ángulo “a” en posición normal, crece de 
180" a 270", el radio vector ubicado en el 
úsemieje negativo *x' comade con el semieje no- 
gativo "y" Entonces el punto P(-1.0), se con- 
vierte en P(O;-1), es decir la abscisa se reduce 
acerola ordenada "y" es negaliva e igual a-1 y 
el rado vectorr=1. 


En consecuencia a=270" 
= Abscisa 


a oso) | soroZ mad. Jre0to x rad[2700 Erad| 3600 2n 
Sen o 1 o a o 
Cos 1 o 4 o 1 
To o A o FS o 
Caty 2 o E o El 
Sec 1 A 1 A 1 

| cosec | 4 : a" 


Esenciotos nesueLTos | 


Ejercicio 1 . Hallar el valor de: 


E - 4 cose 270*-cos 0%) 
sec 180"-7. 

Resolución: 

Reemplazando valores, obtenemos: 


9-7 43.8 


Ejercicio 2. Hallar el valor de: 


ma (sen moy 
Sec 0%+ cos 360% 


Resolución: 
Reomplazando valores obtenemos: 
alo ala 3 
0) 


Ejercicio (1. : Hallar el valor numérico de: 
E=(1 «sen 360") (2 + cos 1807 
Resolución: 
Sen 360"=0 
Cos 180"==1 


Sabemos que: 


Eder) 
E-Mm=1 


Apta. 


Ejercicio 9. Hallar el valor de 
A sec” 1805 
os 260"=c0s 180" 
Resolución: 
Reemplazando valores oblenamos: 
MECA 
Ma 


Ejerciclo'4?. Hallar el valor de: 


Reemplazando valores obtenemos: 


O SIMA NE2 ID Sy 
4 (0) 


Ejercicio (2! : Hallar el valor numérico de: 
P=2 cos? 270 - 3 sen 360" +19? 180" 


Resolución: 


Apia. | P=Cero 


Ejercicio '3': Hañir el valor numérico de: | Ejercicio “4. Hallar el valor numérico de: 


(6-cos 1 2 son 43 son Ecos 2n 

cotg 270"+cos 360" 2 5 

me sec r+lg Zn 
Resolución: 


La deteminación delas razones tigonométricas 
de un ángulo negativo e puede lograr median 
te la regla de Reproducción al primer cuadran- 
te, convene, sn embargo, disponer de una re. 
lación especial. Trace ángulos igual a 8 y -9 en 
posición normal y escoja Plx) y Plt:y) como 
se muestra enla Figura, obteniendo dos tnán- 
ula iguales 


Luego, hallamos las razones trigonométricas 
dellx om y dels op" 


= sen (-0)=-sen 0 
= cos(-0)=008 0 


> 19 (-9)=-19 8 


Por razones Ingonométricas recíprocas obtenemos: 


sento) sent 


costa) = 0050 


199) = 90 

colg(o) = coto 1 
sec) = sece 

cosec (8) =  -coseca «————— 


EJERCICIOS RESUELTOS | 


Ejercicio 4 - Hañar el valor numérico de; 


E Sn (270")+2 cos (-180") 
3 sen (-90*)-cos (-360") 


sen 2701) = 1 
os (180) = cos 180*=-1 
son (90) =-sen 90" =(1)=-1 
106 (<480)= cos 360*=1 
Reemplazando valores obtenemos: 


- M2, 1 
3-91 4 4 


E 


Ejercicio 2). Hallar el valor numérico de: 


4 cos (-60")-3 tg (45") 
19 (-360")-sec (-60") 

Resolución: 

Sabemos que: 


1005 (-60*) =c08 60" =1/2 
lo (45)=945" == 
19 (360) = -19 360" = (0) = 0 
sec (60) = sec 60" =2 


Reemplazando valores obtenemos: 


AAA 


M= - Ónpta. 
0-2 


Ejercicio 9? - Hallar el valor numérico de: 
E=sen* (-301) 4 (lg (45") 
Resolución: 


[sen (-30") = -sen 90" = -1/2 
Sabemos que: [pre m= 


Recmplazando valores, obtenemos: 


dy 1 BLA 
A A 
E) eoze E 


TALLER DE me 
EJERCICIOS N?2 


pc 


Ejercicio '1.; Hallar el valor numérico de: 
E - 210 60*-2 cosee (-270%) 
4 cotg (50 


Resolución: 
Sabemos que: 


1 19 60% = y3 =[1g*60* = a] 


a. [cosec (5270) = 1 


cotg (-60*) = —cotg 60* = 


+ [cota (-60*) > E 


+1 cosec (-270*) = —cosec 270%-(-9 


a 21 | 
a4Y3 “3 


| Ejercicio! : Hallar el valor numérico de: 


Ejercicio 2 :Halar el valor numérico de: 


¿os (-60*)+2 coto (-45") 
cosec (-30")-1g (-360") 
Resolución: 


A- 


2 cos" (-30*) 


6.2 REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 


6.2: FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS DE LA FORMA: (n.180"2 6) ó (pá an € z 


hanuet Coveñas Haguiehet? 


FT (180*2 


FT) 6 
FT.(360"10)=+ FT (0) 6 


FT. (rta) =4 FT. (a) 


Casos Particulares | 


+ Para estos casos la lunción trigonométrica (FT) incial, no varía el signo de la ET. 
resultante, depende de la FT. dada y del cuadrante al que pertenece el ángulo (180* 
+ a) 6 (1 a); (360" + a) 6 (2n 2 a): siendo “a” un ángulo agudo (ángulo agudo es 


aquel ángulo que mide menos de 90") 


Ejemplo |: Reducir: cos (190*- a) 
Resolución: 
El ángulo (180* - a) e al Q), la FT. coseno 


'en dicho cuadrante es negaiva, luego al re- 
sultado se colocará el signo (), veamos: 


cos (180-0) = cosa 
E 


Eal0, — Resultado 


Ejemplo (9: Reducir: sec (360" - 0) 
Resolución: 


El ángulo (360"-a) e al Q, la FT, secarte 
en dicho cuadrante es positiva, luogo al re- 
sutado se colocará el signo (+); veamos: 


sec (360" -a) = +5ec a 
ll 


<alQ, — Resultado 


Ejemplo (2): Reduor: 19 (1 + a) 
Resolución: 
Elárguio(1+ a) e alQ,la FT, tangente en 


¡cho cuadrante es postiva, luego al resulta- 
80 se colocará el signo (+); veamos: 


1950) = +19 
MN 
¿alQ, Resulado 


Ejemplo (4): Reducir. sen (360" + a) 
Resolución: 
El ángulo (360*+ a) e alO,. a FT, seroen 


dicho cuadrante es positiva, luego al resul- 
ado se colocará el signo (+); veamos: 


sen(360- a) = +sena= sena 
ETT Tino) 


<AlQ, — Rerlado ete 


TALLER DE 
EJERCICIOS -N? 45) 


Al: Reducir al primer cuadrante: (6 : Reducir al primer cuadrante: 


. Sen(180"-a) 


. Cos (180"- 0) 


. To (180"=a) 
|. Cotg(180" +0) 
Sec (180" + a) 


Cosec (180" +0) =. 


Bl : Reducir al pnmer cuadrante: 


A 


1. Colg(x—a) 


2 Sec(r=0) 


" 


3. Cosec(r=a) 


4. Sen(a—a) 


5. Cos(1—a) 


6. Tg(n-a) 


ET (n 180% 0)=+ FT (0) 6 
FT (n-1ta]=* EL.(a) 


Este caso es similar a los casos particulares, pero 
hay que tener en cuenta que: 


(180%), 
posición. 


'n (1807). Si: "n” es par se encuentra en la 
posición A. (ver figura) 


es impar se encuentra en la 
(ver figura) 


mr Manuel Covcñas Haquictc? 


Eseuevo H]: (Sr - a) pertenece al O,, se sabe que 3n está en A' y como "a" gira en sentido 
horario, lo que nos lleva al segundo cuadrante (O) 


Espurto [2]: (Sr + a) pertenece al O,, se sabe que 5x está en A" y como "a" gira en sentido 
antorari, lo que nos leva al Q, 


Escuno [E 560" + 0 esta expresión se puede sc as (1809 + o paravaco 
pues sab que SINO es on A Y como ne Gra on sera analog releva 


Eveueco Ml: (4 + a) pertenece al primer cuadrante (O). se sabe que 4r está en A' y como "a" 
¿ra en sentido antihorano, lo que nos eva al primer cuadrante (Q,) 


ExeurLo [Bi (720 - a) esta expresión so puede escrbir así: [4 (180) - a] pertenece al O,. se sabe 
que 4 (180) está en A'ycomo "a" gira en sentido horario, lo que nos lleva al cuarto cuadrante (0) 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* (16) 
¡A : Reducrr al primer cuadrante: €. : Reducir al primer cuadrante: 
1. Sendra) | 1. senfrero) 
2 Cosisr—a) 2 Cos(itraa) 
3 To(r=a) 3. To(i3r+0) 
4 cotn=a) 4 Cag(on=0) 
5. Seclonsa) 5. Sectitn=a) 
6. Cosec(5roa) 6, Cosectlán=0) 
: Reducir al primer cuadrante: 1D" : Reducir al primer cuadrante: — 


|. Sen (6r +0) crono 0 |. Sen (101 +0) 
Cos (8r-a) .. || 2 Cos(i2n+0) 
Talér+a) Toltár+a) 


Cag(ér=a) ce - Cotg (12r=0) 
Sec (Br+ 0) A . Sec (14r-a) 


Cosec (1010) =-.. de . Cosec (161 a) 


EL Matematica Bl [22, 


6.2.2 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS DE LA FORMA: 


(tre 3+0] 6 |(2n+y sorza] ; nez 


FT. [90'ta) = + CoF.T (a) 6 FT. ES] = + Co FT. (0) 


ET [270*%0] = + CO FET (a) 6 FT [E%+] =4 Co FT. (a) 


En estos casos para réducr, es similar a los anteriores, teniendo en cuenta que cada signo 
del resultado depende la función inicial, veamos algunos ejemplos. 


Ejercicio MN? : Reducir: cos (90" + a) 
Resolución: 


El ángulo (90” + a) e al Q,. la FT. coseno en dicho cuadrante es negativa, luego al resultado se 
colocará el signo (-), acompañado de la cofunción trigonométrica de la ET. inicial as 


Cos (90" + a) 


.CoFT.(a): => CoFT.= Colunción trigonométrica 
Cos (80" + a)=-sena 
! 
calO;  Resliado 
Ejercicio 3) : Reducir sen (270* - a) 


Resolución: 
Elángulo (270"- a) e alQ,, la FT.seno en dicho cuadrante sen(270*-0)=-c0S a 
esnegativa. luego alresultado se colocará el signo (-),acom- ni es 


pañado de la cofunción Ingonométrica de la FT, inicial así: 


Ejercicio) : Reducir 19 (5--) 
Resolución 
Bánguo (3 a] e210,. 1 tangente en derocuagan- 


tooo po lrenacocecoocatatiracan * (5-0) = + caga 
pañado de la cofunción trigonomética de la FT. intial así: 


* Reducir al primer cuadrante: 


EJERCICIOS N* (17) 
+ Reducir al primer cuadrante: 


TALLER DE 


1. Sen(90'=0) . Sen (Sni2-0)  = 
2. Cos (900). COS (UL) ronca 
3. T9(90"-a) . Talani2=a) 

4. Colg(90"=0) = . Colg (32 +0) = 

5. Sec(90"-0) Sec (3/2 +) 

5, Cosec(90"-0) CORE IZ) Sci 
[Bl : Reducir al primer cuadrante: 1D: : Reduciral primer cuadrante: 


1. Cotg(w2-a) 1. Cog(270-a) =.. 

2, Sec(w2-a) | 2. Sec (270ra) 

3. Cosec(r/2=0) = 0 | 3, Cosec (2700) = 

A SUBA) miii |, Sn (270% 0) 

5. Cos (w2+a) 5. Cos(270'+0) = 

6. To(v2+0) 6. Tg(270+a)  = - | 
Genes 


En este caso: (2n + 1), representa un número impar. 


si 


si 


(en 1190] 


(2n +1) es 4 +1 (múltiplo de cuatro, más 1), en- 
tonces (2n + 1) 90* 6 (2n +1) 1/2 está en la posk 


ción B. (Ver Figura) 
(2n+ 1990") 


(en + 1) es 4 - 1 ( múltiplo de cuatro, menos 1), 
entonces (2h + 1) 90" 6 (2n + 1) 1/2 está enla 


posición B' (Ver Figura) 


HL Matematica 8] 


Esturo dt 5%, está opresión so puede es- 


crias 5 (EJaneracomos está +1. en 


tonces; está en B. 


Eseurio! 


13%, ost expresión se puede es- 


cbr ast 41 (Ejanora como 11 es (4-1, 


Espueto (20) sabemos que 9 es 
(d+ 1), entonces está en , y como"a” gira en 
sento anuhorano lo que nos leva al segundo 
cuadrante (O,). 


- Esárguo (LE sa) «210, porque tres 


(6-1. donde Uk está en y coño "a" gia 


: Eng (25-a) e 210, poque 19 


(4-1), donde 2% cstá en 8 y como “a 


gira en sentido horario, entonces: 


. Porque 5 es 


| y 
Apta, [0060 || Apta. [eos a 
Ejercicio 21: cos (630*+a) | ejercicio): cos (22,0) 
Resolución: 2 
| Resolución: 
Apta sena ap EA 
merlo Mio ol Ejerciolo (6): (Uta) 
Resolución: 2 
|| esolución: 


FL Matemática Si JE 


162.3 REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 


Consiste en comparar el valor de las funciones Ingonométricas de un ángulo de cualquier 
magnitud con respecto al valor de la lunción trigonométrica de un ángulo del primer cua- 
rante. (Angulo agudo). 


Para reducir al primer cuadrante, se presentan los siguientes casos: 
¡Ban Gstos] 

Reducción para ángulos positwos menores de una vuelta. 

Sabemos que todo ángulo positivo menor de una vuelta (360")se puede descomponer como 
un ángulo cuacrantal, más o menos un ángulo agudo, dependiendo del cuadrante al que 
pertenece. 


3) Sielánguo pertenece al Q, lo descomponemos como (180*-a) 6 (n—4) 
b) Sipertenece al Q,lo descomponemos como (180*+ a) 6 (1-+0) 
e) _ Sipertenece al Q, lo descomponemos como: (380”- a) 6 (2x -4), siendo a y 0 ángulos 


1500 m0, > ms > eo > 0. 
, : : 
aremo, > mer + eo 002 
, s 
Srema, > 1 eo, melo 


300" 6 al Q, = 3600-60 <= Mco 2 


Luego: — FT.(180"%0)=*FT (0) ÓFT.(110)=* FT (0) 
FT. (860"4 0) =2.FT (0) 6 FT (2:40) =+ FT. (0) 


: Reducir al primer cua- | Luego: 


sen 240" = sen (180" + 80") = -sen 60" 


El ángulo 240" e al Q,, lo descompone- 
mos como: (180" + 60"), 


a Maral Caveñas Hogula 
La función seno en el ercer cudrante (0) es negativa, entonces al resultado se colocará (); 
tintián se daba tener en Guara que nO 6 a Única faspustta ya que sen 607 
complemento ques as 


Cualquer lunción trigonométrica de un ángulo | Ejemplos: 
agudo es igual a la colunción del ángulo comple- 
mentario Sia" es un ángulo agudo entonces: 8) sen 10" =cos (90* + 10") =cos 80" 


b)cos 20* =sen(90* -20") = sen 70* 


Función (0) = Cotunción (complemento de 0) | 6) 19 40* = cotg (90*- 40") =co1g 50” 


Ejemplo [2]  Recucral primer cuadrante: . : 
Eieso Ejemplo [4]: Reduci al primer cuadramt 


Resolución: 


El ángulo 140" e al'O,, lo descomponemos. 
como: (180 - 40%) 


Luego 
coro) ee (10 -00)==cesao" | coma: (y 


cala, 


Aplicando el crtero de colunción, el resulta- 
0 puede ser también así 


cos (140) =-cos 0t==enso"] |. 
> s 5 
Ejemplo [S/ Recucirl primer cuadrante: | 


10105" | Ejemplo 8]: Reducir al primer cuadrante: 
Resolución: cidad 


El ángulo 105: e al O, lo descomponemos | Resolución: 


dE El ángulo 210" e al Q, lo descomponemos 
a DOME SN 
| Ls a0, 


| Apicando el creo de cofunción, el resulta: 
| do puede ser también así. 


19 105*=-1975*=-colg 16" 


Luego 19105". 


EC Matemática Y 2) 
Ejemplo [B: Reducir al primer cuadrante: | Porcotunción: -co1g80"=19:10" 

mn 300 
E _2otg 280* =-cotg 80* =-1g 10% 


El ángulo 300" « 210, lo descomponemos | Elemplo [B): eccir al primar cuadrante: 
como: (360-607 


Luego: 
sen 300" =sen (360"- 60") =-sen so" | Resolución: 


Resolución: 


sen E 
5 


Lo 310, 


Por colunción: sen 60" =cos 30" 

«an 300" = son 0 = cos 30] 
A A 
pati 


Resolución: 


Elángul 280" e al O. lo descomponemos. 
como: (360"-80"), 


Luego: 
cotg280" =cotg (360" 80") =-co1ga0” 
¡tl 


— alo, 


“Observación: Existe otro método que se utiliza con frecuencio, para reducir al primer cuadrame. 
ls funciones trigonométricas de un ángulo powiivo y menor de una vuelta (360), ete método 
consiste entusar al ángulo referencial que e explicará a continuación veamas: 


'Se denomina asi al ángulo agudo que forma el lado linal de un ángulo mayor de 90* con respec- 
lo aleje abscisas y se le representa por Q., 


Ejemplo (8): 130* pertenece al segundo cuadrante (0), su ángui referencial (O) es 50". 


Dela figura, el ángulo referencial (Op) es 


Op=50" 


"Nota: Recordar que ángulo agudo es aquel. 
ángulo, que mide menos de 90% 


220" pertenece al lercer cua- 


Ejemplo (8) : 220* 1200" pertenece al cuarto cua- 
rante (O), su ángulo referencial (O) es 40". 


“ángulo referencial (Op) es 60" 
Dela figura, el ángulo referencial (Op), es: — | Detafigura, el ángulo referencial (Op), es: 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* 


IR Reduciral primer cuadrante: 


Ejercicio 21: sec 170* Ejercicio 5: cotg 410* 


pta seco" Apta [cotg50” 


Eljeciolo (1%; sen $£ Eljerieio/2/: cotg TE 


Resolución: Resolución: 


Reducción para ángulos mayores de una vuelta 


¡Cuando el ángulo es mayor de 360”, se siguen los siguientes pasos: 


1... Dividmos alángulo dado entre 360" (621). dependiendo del sístema en que se trabaje, 


2... Las funciones tigonométcas del ángulo dado son iguales a las respectivas funciones 
ngonométricas del residuo (de la dwisión electuada) 

3. Si dicho residuo es menor de 90" Ó r/2, el problema habrá concluido, pero si fuera 
mayor entonces aplicamos cualesquiera de los métodos oxplicados en el primer caso. 


EC Matematica El a SS a 


Ejemplo (D): Recueir lpmercuacrante: sen 2910" 


Resolución: 
Electuando la división obtenemos: 
2910" | aer e sen 20 sen 200 2 810" = son 30% 


2680* [e 
30 


esiduo menor de 90" Apta. 
Ejemplo (2) : Reducir al primer cuadrante: 1g 1 845" 
Resolución: 


Electuando la división, obenemos: 


E ES 
1800* [5 
45 Residuo menor dao” 


Ejemplo (8): Reducir al primer cuadrante: cos 1 290% 


Resolución: 

Electuando!a división, obtenemos: ''1290% | 360* — "e cos1:290*"=cos2f 
1080 
JA Residuo mayor de 90? 
Residwo 


Aplicando el primer caso cbtenemos: — cos 1.290” = cos 210” = cos (180*+ 30") = -cos 30" 
ly A ER 


sala: 


cos 1.290" = cos 210* = cos 90% 


Etomplo (4): Bcc lpúmor cuanta; sen 3 050" 
Resolución: 
Electuando la división, obtenemos: 3930" | 360 -+ a 
e |" 
Ez esiduo mayardao" 


> “Pel Covas Haguiche 


Aplicando el primer caso, obtenemos: — sen 3 930" = sen 390” = sen (360 - 30") ==sen 30" 


calo, 


sen 3 990" = son 390" = —sen 30” = 


Ejemplo (8): fieducir al primer cuadrante: 1g 313 a 
Resolución: 


En primar gr dose uo dado ose 31 E eno 25 veamos: 19 E | 2 


+ En segundo lugar convertimos los "2n” a tercios, 


Luego: ss 3  Ahora,nos olvidamos por ale 
52 


'unmomento de m3 y elec- 
tuamos la dvisión, como. 


s 
POE 
o dd 


+ Al residuo hallado, o sea 1:lo muliplicamos por 1/3, siendo al final de la siguiente forma: 


m5] 05 woo 2 - o[[E —remaonepras E 


o poa El mota 
EAS 


lo 


Ejemplo 6: Reducir al primer cuadrante: sec 295 E 
Resolución: 
* De igual manera que el ejemplo aterior procedemos dela manera siguiete: 295 


-Converimos “24? a cuaros. a A Luego: pea 


EL Matemácica o] 


Ahora, nos olvidamos por un momento de r/a y efectuamos 
la división, como si se lratara de una división gualquiera; 75 
veamos: 
Rosiduo 
+ Alresiduo hallado asno mm mozo 
osea lo mul 
co por; siendo . 
al final de la si- 5 
guiente forma, Paroles =] 


+ Aplicando el primer caso de E al primer cuadrante, obtenemos: 


TALLER DE 
EJERCICIOS N? (20) 


[A Reducir al primer cuadrante 


Ejercicio M1: tg 7789" 
Resolución: 


2425 


| Ejercicio61: cosec 


Resolución: 


Reducción para ángulos negativos: 


¡Cuando el ángulo es negativo se siguen los siguientes 
pasos: 


1. Función trigonométrica de ángulo negativo, se 
convierte a unción trigonométrica de ángulo posi- 
"iva, como se observa en la siguiente tabla. 


2. Seaplicantas reglas anteriores. 


Ejemplo MH] : Reducir al primer cuadrante: cotg (-252") = -cotg 252% 
sen (+21 


<al0, 


¡paeclusito: cota (+252*)= Jcotg (180" + 72)] =- (colg 721] 


La FT del ángulo negatno, lo convertimos a 
FT de ángulo positvo veamos la tabla, 2 colg(2529)=-colg 72% 
sen (210) = sen 210] Ejemplo (3): Reducir al primer cuadrante: 
<40, 19 (1 458% 


[sen (180* +30" == £-sen 30) | Resolución: 
Sabemos que: tg (-1 458") =- tg (1 458") ...() 


sen(-210*) 


sen (-210%) =+ sen 30% = 2 


2. | Dividmos 1:458"ontre 360" 1458" | 960" 
14s0* [4 
Ejemplo [2] : Reducir al primer cuadrante 1 
ca (252) Donde: — 19(1458)=1918% ...(M 
Resolución: Reemplazamos (1) en (): 


Sabemos que: 9 (414585) =-19 18% 


AN DE 
AN 


IA) Recuairal primer cuadrante: 


Ejercicio (2: 19 (-750") 
Resolución: 


Ejercicio 9: sen (+7 5309 
Resolución: 


Re AA 
cotg (270*+x) sen (360"—x) 


aj DN] 00 0,2 E) Ninguna 


lg (180"+x) cos (270%-x) 


La exración dada so puedo escbrasi: A A 
Sabemos que: AD(1BO Tx) = gx; 00S(270*=x) = -senx 
CAg(27O"+x) = GX; ceN(SG0"-x) = -senx 
Reemplazando valores en (1) 
s cotg (360"-A) tg (450*-A) 
Ejercicio $): Simpliicar: E = <2!9.(8%0'—A) tg (450" A) 
$ (CTE caguar 
ar BJ 00 0,2 E) Ninguna 


Resolución: 


Sabemos que: CoAG(SS0%A) mol A ; ID(ZTOC+A) = <cotgA 
(180*-A) = -colgA ; 19(450"-A) = 19(80*-A)=CoIgA 


360" 
Residuo =90* | 1 


Apta. A 
SALTA 


EL Matematica E MN 


Ejercicio(Í : Hallar el valor numénco de: M= 3 19! 300* - 6 cos? 240" +cos (-360%) 


AJO B)10 o? DES E) Ninguna 
Resolución: 
Sabemos que: 19300" —= 19(360"-80") = 4960" = -y/3 


005 240% = cos(180"+60% = -c0s 60% = = 


Ejercicio (8) : Hatar el valor de: A = (b- a) cotg 225" + b cos 180" -a sen (270) 


a20 B)-20 C)2a D)-2a EJivoguaa 
Resolución: 
Sabemos que: cotg(225") = cotg(180" +45) = 1 

cos180r 

sen (-270") = -sen270* 41) = 1 


Reemplazamos valores en *R* 


EN Panact Coveñas Haguicác 


EJER! 
REL 


1g (540 
cos (1BO%+A)+2 sen (S0"+A) 


AsecA 
Da 


Ejortto $): Hatar etvatrunérco de: 


B) sec A 
EJNA. 


cuz 


Ze 300-319 136*+ co zas" 
D)2 EJNA. 
Ejeceo (): Mataro vaorrunérc de: 


AJO BJ6  Cj4 


DE REFORZAMIENTO SOBRE 


IcicioS. 
DUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 


P=3 sen 150" 219 (-195") + cosec 90% 
AJS/Z B)-112 C)112 D)-1  EJNA 
Ejercicio (2: Hatar el valor muménco de: 

O= (ab) lg 225" - 2a sen (-270") + (a-b) cos 180" 


Ajb-a 
D)2a-b 


B)2b-a 
EJNA 


0)2(-a) 


Ejercicio () : Alsimphíicar la expresión" 
se obtiene: 


1580 (180"+x)_cos (90*x), 19 (9601) 
Sn) sem Cog (90%) 
ES 


MS vives 


Forti): uc y callar 
Econ 150" cos 120*4 sec 150", coses 120 
apio apena ja 
EE 


Ejercicio £) : Haltar el valor de: 


sen 140*_ lg 320* 
cos 230" colg 190" 


M= 


c2 Dy2 


Ejeroolo $): guar expresión 
cg (n=x):cos [24] 
AR 
sec (1-25) sen | x-* 

cen) sen (a-5) 


A)=senx 
D) cos x 


Ejercicio (): Cuántas de las siguientes pro- 
posiciones Son verdaderas. 


B)-cosx 
E)-19x 


C)senx 


Lo sen(x+x)=se0x 
ML cos(2r=x)=cos(x) 


FC Matemática M3] 


m cao(Sa-xj=r 
m se0[%x)--conec x 


A) Ninguna 02 
Ejercicio (): Determinar el valor de 


81 D)3 E)Todas 


E- Sen 135".c0s 240" 1g 330* sec 300* 


A)-1G B)-113 CI-112 0) 16 EJvR 
Ejercicio (): 


f Sen 150*.cos 210 
sen 240"cotg 315" 


calcular: 


NEIRA 
8 DAR 


Ejercicio (%: Reduor: 


son (90"+0) cos (18 
lg (180"+0) cos (360*-0)cos (180*+0) 


B)-1 C)Ig0 D)cosU Ejseno 


Cos 120" colg 210”.cosec 210".sec 315 


ei ke 25) 009 (en-x) 


A) cos Xx B)tgx C)-secx 
D) -senx EJ senx 

Ejorcioto ($: marque lo incorrecto 

A) cos (-60") = 0,5 


Bla 1as) 1 
Jen 1709 - ec 10" 

D) cosec (-35") = -cosec 35" 
Bea (s77 1939 
Esoreciof): costar: 


A=sen150". cos 210" .1g 225". sec 300" 


ES 


18 | 2.0 | 


a 


DA vive: EE 
Ejercicio ($: Dadas las columnas: 


» a) -cos $5" 
mM cos335" b) son 65" 
MY 19531" PETOS 
NM cog£99) 199 
La relación correcta entre elas es: 


A)la; Mb; Mc; Vd 
C)lb; lla; Mc, IV O 
E) Ninguna anterior 


B)la,lb; MA, IVC 
D)Ib; la, Md; Ve 


Ejercicio (): Calcular el valor de: 
m=2 sont (reoyez sen" (M4) 
2 
AJ2 BJ3 C)4 DT EOS 
Ejercicto ): Calcular el valor do: 
sotg”(-570) 
2 tg (-1125%) 


AYLZ BIOS C)12 O)18 EJ19 


F 


3n EN 


Laya BY2 c)-Y2 


Manuel Coueñas MHaguiche 2 


Ejercicio Y): Calcular elvalor de 


cos|*%-0) co (2n- arcos [Moa A A z 
P=son 805 L4cos 917 E+1g 625 2 
3 E 6 e 
5 Be Cr/S D)-YS EJ2 [apro m2 cio o2 Ej 
Ejercicio $): Smpica Ejercito ff) «never 
sen 134-sen 170" , cos 136" sec 145" ki Vers 520"-Vers 700" 
cos 100% coser 125" cow (-740")-cov (-560) 
A a IL E) 
D)1gz0* E)-1920 
Ejercicio () : Catcutar el valor de: Ejerciolo ¿catalan Sci dds 
E 
19 2% corg S cosec 
pepe son) ue(0-2) 
ec E os 2% op Es 2 2 
Fis soc (an) cosec (0-21 
a) Y2 Br2W2 cradz Dr0VZ EJ8Z | siendo:a=wv6 


Ejercicio () ; Si-cos0c0.secx =3; Hallar: 
sen (180"-x) cos (90”-8)-cos x 
“sen (180"-0)-c0s (90*-x)-sec (90"-0) 
AJA B)3 CV D)9 EJ 

Ejercicio (9: duo y catala 
osec 1.050*s0c (-689) 
Y3 cos (-390%)-19 315" 


m2 sé 
E 


A- 


ao Br o 
Ejercicio () ¿Setga= 2 ¿Calar 


sen (reajocos (8-2) 


PC 


A) YB B)-3/8 C)IG D)-3/16E)-3l 


Ejercicio G: St y son complementarios 
Calcular alarde: 

cos a sec 5-p) sen p 

"- 


19 cen (5-0) 9 0 


A)cos"a B)senf Cjiga D)taH EJ1 


Cl 


Respues 


18| za] 30 E 
6.0D| Ta] sc 10.8 
malizol 198. 


Matemática 1) a 2 
EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 


Organizados por las Academias: 
César Vallejo rilee, Pitágoras, Sigma, Alf, 
Esmoco 1 : Evaluar. 513 7 a 
y E ya yz 
sen 6 540"+sec 7 590% E E E 
19 4 290 ni. y 
Resolución: E 
En primer lugar dividimos cada uno delos ángules entre 360" 
eso | 300* 7690" | 360 
EMO 21 
2940 
2 ” 
l60-] 
azo0" | aso" 
20 [on 
005 
EMI 
a 


lEsCO"Z| :Halarclvalor dea“ talques y y ee él 
A 6 3 4 
son (sen 0)eson (x+sen a) = 0.0 E 
Dr E) 5, 


son (cos? 0)=cos E (1-2 sen 0) .(M 


esolución: 
La expresión (1) se puede ec oa mana siglert: sen (seno)_sen (sen 0) = 0 


donde: — son [sen”a A 


Por propledad: Tm 
Luegosumamos miembroa 
miembro (1) y): 
1 =2sna = sena == sen 30" 
A , 
sena = senl 
EEG 3 Colcar el valor de ajo Bm 02 
Es i 
e Rao ») AS na 
co0[5ux) cos (2n-x) 
2 
Resolución: 
Sabemos que: sen (28) mi=sen x s00 (Eva) = cosa 
cos(£»x) = sona 
2 
Luego: Ko OA 2 2 o KZ] pta. 
=sen x cos 

EMB] : simpsticar: A)ZIQAD"  B)ZIgS0*  Cj31gs0* 

hR 200 40*-son 220%-sen 320" pp 31gE0w  EJSIga0 

Son 130"+5en 230*son 310" 

Resolución: 
Sabemos que: 


son 220* = sen (180* + 40) =-son 40" 
son 130*= sen (180"- 50") = sen 50" 
sen 310" = sen (360* - 50") =-sen 50” 


«sen 320" =son (360* - 40") =-sen 40% 
sen 230" = sen (180* +50") =-sen 50" 


)-(-sen 40*) 


ul a 
mida (sen 50*)+(-sen 50*)-(-sen 50") 
EE 
cos 40 
MEsecaó!5] :Sumar ajo 


sen 20" 4 sen? 73" + son? 110" + sen 163" — D)-1 
Resolución: 


Sabemos que: ¡son 110" = son (180* -70") 
sen 110*= sen 70" 


sen? 110? = sen? 70" E 


1 cy2 


son 163" =sen(180*-17") 
son 163% =son 17" 


son? 169 =sen? 17* 


Luego: — sent20"+sent73"+ son 70*+son" 17"; Porcofunción: 


son? 20" + sen? 73" + cos? 20" + cos? 73" 


== ud E 


¡sen 70" =c0s 20% 
¡sen 17" =008 73% 


Agrupamos términos: (sont 20" + cos" 20") + (sont 79* + cos*73)= 22] — Mpta.C 


Luego: — son 0-cos 0 [cos D.cosec 0+sen 0- seco] 


Leen a 
sen O cos 0, 


sen 0-c0s 6006 6. 


só Ea - sento reto 


Apta. A 


ElénoGo 7. : Simplica: 


aésen B10'—a at sen 090" cos 5401” coser 190 
big” 1140*-9a sec 900" lg" 1470" 
solución: 


a 


¡Sabemos que senBlo? = son[2(360") +90] =sengo” = 


sen3d0 = sen(360"+ 30%) —= senaO 


cos 540" = cos(3G0"+180") —= cos180" = 
cosec630" = cosec(360"+270") = cosec270" = 


A 
1 
2 
a 
A 

om = root geo 3 
a 
E 
3 


50c900 == sec[2(350")+180"] = sec1B0" = 


le 
E 
» 


19 14960) +30] —= 1930" = 


ame ao [lleno a . * S 
Line E) a +2. stes a e el 
v (43) -0a ene) só 


Apta. B 


AJ-1 B)10)2 D)2 EJ4 


E29m6 [2n= 1210. 
E 12 (1) 


cosec 620 1/6 = cosec (56) =2 


EL Matemática YE) 


[EstrOGO 9 *: Si: son 2000" = K, 


dica? 


Hallar. cos 560" 
Resolución: 
*) 2000 | 360" *") 560" |300* 
1600 [5 Y 
son 2000" =sen 200" 
= | cos 560" =cos 200" 
K-— =sen(18o"+20") 
cos S80* =cos (180”+ 20") 
K  =senzo" 
[eos 560” =-00s20"]..(1) 
K— =senz0"]...1 
Poridentidad pitagórica: cos 0=* 
Obtenemos que: am 
Roomplazamos (1) en (11: E E 
Roemplazamos (IV) en (l):—— cos 560% = —cos 20" = —Vi-k* 
E 
A SEN ANY ] Apta. C 
63. FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS COMPUESTOS 


163.1 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE LA SUMA DE DOS ÁNGULOS: 


Seantos ángulos agudos a y Pdesde un pun- 
1o cualquiera P del lado terminal del ángulo 
P.tracemos PA perpendicular al Eje x, PO por- 
pendicular al lado terminal del ángulo a- 


Por D tracemos DC paralelo al eje x y DB 
porpendicular a dicho eje xde la figura: 


AP_AC+CP. 


-Enel ÁOAP: sen A 


Reomplazamos los valores hallados en (1); 


sen (a + P) =sena.cos + cos asen | (Fórmula) 


De la figura obtenemos que: en elZ] OAP: cos (a+p) = QA - OBZAB : poro: AB=CD 


or OP 


98-CD,,. 9B_CD, 
OP or or 


Pr Wi 
_érnino por O 


Luego: cos (a+) 


y |¡OD| [co] 

ES 

-Eneib oso: E cosa -Enellone: 22 . cos p 
oD or 

PS A 
Po os 


Reomplazamos los valores, hallados en (1) 


cos (a.+ $) = cos a cos fp - sen a sen $ | “ómao) 


EL Matemática : 
6.3.2 TANGENTE DE LA SUMA DE DOS ÁNGULOS: 


¡Sabemos que: son (a+ $) =son arcos + cos a son P 
cos (a +[)=c0s a.cos f - sen a sen $ 


óionco miembro aimiombra, obtenemos: 220 (ENE AI A son 6. 
cos (a+P)) — cos a cos P=sen a sen $ 


Dividimos el numerador y denominador del segundo miembro entro “cos a cos 


A 
son (a+p) cos a cos p 
cos (a+p) cos a cos f-son a sen P 

cos a cos P 

1. ma) (Férmuio) 
+ 

sonto0) _ hcocalgoep aealoe) gp. ato B 
co (a+p) Eu A] 190 top 


ura cos [cos Bl 


6.3.3 COTANGENTE DE LA SUMA DE DOS ÁNGULOS: 


Sabemos que son (a+) =sen a cos + cosa sen | 


cos (a+ P) =c0s a cos f-sena sen P 


ET cos (asp) _ cosa cosf- sena senfi 
sen (a+) — sena cos H + cos a sen 


Dividimos el numerador y denominador del segundo miembro entro “sen a sen P" 
cos q cos fi — sen a sen 
cos (a+p) _ sen a sen $ 
son (090) E a cos p+ cosa ==) 
ara 


SA= E 
cos (a+) _ Usen alsen fi ema sep) cotg a-cotg $-1 


, - In 
sentar p) ES ) Ae 


E _ Pansel Covers 


6.3.4 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE LA DIFERENCIA DE DOS ÁNGULOS: 


Si en las fórmulas de sen (a + P) y cos (a + B). hacemos: f = -$ tenemos: 
a) sen(a-P)=en [a +(-$)]= sen «cos (-$) + cos a sen (8) 
Recordemos que: — cos(-P)=cos By sen (0) =-sen 
Luego: sen (a- P) =sen a cos $ + cos a («sen p) 
senta=f)=senacosp-cosasent | (Fórmolo) 
D)  cosla—()=cos la + ($) =cosacos ($) -son asen (4) 
cos (a-P)= cosacos f- sen a («son P) 
cos (af) =cosacos P+senasenf | (Fórmula) 
e) migas A rra j 


l9a-t0 


a 


(Fórmula) 


8) Cotangente de la diferencia de dos ángulos: 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE RAZONES TRIGONOMÉTRICAS 
'DE ÁNGULOS COMPUESTOS TIPO 1.B.M. 


Ejercicio (Í): Calcular: son 75" 


posos 
pa A A 
aio Ones 
E E 
er 
SS 
Z S 
POROS OS 


EL Matemática Y] Tan 
Ejercito É): Catala; cos 105" 


Resolución: 
Sabemos que: 105" =(80" + 45"), ahora, tomamos "cos" a ambos miembros: 
cos 105" = cos (60'+48") 


cos 105" = cos 60” cos 45" 


costos? = Y2_YE, Y2—Y6 
Ta 


Ejercicio ): catar 1 02 
hesotución 
Sabemos que:82"=(45"+ 97), ahora. tomamos "y" ambos miembros 


19 829 = 19 (45*1379) 


AE 
lg 45*+ig 37" 2.4 
e AE gr 7 
2 Tuegar O mes 1 
. 4 
Ejercicio (Ó): Si: 19 (45*+)=2: Hallar: 19 x" 
Resolución: 
Detacondición: — 1g(4S" +x)=2; obtenemos: 
IMA 2 pero: 19 45 
ug 45 9x 
10 a O 19 
119 gx 


A 


A A 


Resolución: 


Sabemos que: cos(A+B)=c0s Acos B-senAsenB (1) 


Delacnócón: sen Ar É ia eo, 


- Por el teorema de Pitágoras: 
1d 5 4b > 169 = 254b* 
140 > fi =b> o: 12=b 


12 
Luego: cos A=D os cop 12 
13 13 


De la condición: cs Bt Beo 


- Por elteorema de Pitágoras: 
nara 252916 
ad 2. Mass 3n 


3 
Luego senB=2 => snb=iÍ 
5 5 


Reemplazando valores en (1). obtenemos: 


COB(A4B) = cos A conB-sen A són Bm cos(asB) = 12. 4 


13 


O 


12 s 
Calcular: cos (4-8) St cos A =-2 ¡AE O yoape=5,Beo 
Ejercicio (6) (48) A 10098 = E N 


cos (A+B) = 


Resolución: 
Sabemos que: cos (A - B)=c0s Acos B + sen AsenB .. (1) 


Dela condición: a ASO, 


- Por eltecrema de Pitágoras: 
= (12 ral > 169 = 108987 


25 >= VD=a >: 5=a 


5 
Luego: mA Ls nr E 
+ 13 13 


Dela condición col0B= BO, 

Por elteorema de Pirágoras: 1? = (5) +12) 
Po 25414a > 109 
AI 


o 
op , a r 


cos(A-8) = cos A cos Besen A sen B 
sE 


cos(A-B) = EE 00m. RR] Apta. 


Ejercicio ():5e sabe que: 1 (4-8) = Y; 10(9-0) = . Holarelvatode: o (A-C) 
Resolución: 
Dela condición: 19 (A-8) = L ; hacemos: A-B=a IS) 
Ea e 
Dela condición: 19(8-C)= ; hacemos B-C=0 (| yet 
li usayoe e EM 
Sumamos miembro gfiembro——A-B=a | + 
las aspresiones () y ,qp.0 


EMAM:A-C=04+0; tomamos "Ig" a ambos miembros: 
19 (A-C) = tg (a:+0) 


I9(A-C) = = ado 


Reemplazamos (1) y (2) en (1): 19 (A-C) = 


par Hansel Coveñas Haquicke E 


Ejerclolo (8): En a figura, hallar“ 


3 
Sis - 
secante: 19 0 = $ 


Resolución: » 


Dela figura: 1g (00) = 34% 
' 


la at 0 
galgo 
Ademas en el ZÍABC: a=h > gas 


(58) 


(+3) <= (342) (1-3) => + gm 334 2H -3x% 


+x): Pero: 19 02 
1) 0 


ax +9x = 30 = x' +3x = 10 (Sacamos tercia a cada término) 
xi + 3x - 10=0 ; (factorizamos por el método del aspa) 


Luego: — (x-2)(x+5)=0.igualamos cada lactor a cero 


ciao M Ada: 
hict=o - Eire, 19.530, E trees 


: TALLER DE E: 
EJERCICIOS N?- (22) 


A; Sin emplear tablas ni calculadora, Calcular el valor de 


Ejercicio 1: sen 97% =7 
Resolución: 
sen 97*=senf60*+97") 


pta. | (2-43) 


Ejerciolo 4: sen69"=2 


Ba 


Apta. | 125 


¡8 Simpliicar las siguientes expresiones: 


Ejercicio '1.: sen (60*+a) + cos (30*+ a) 


'Sumamos miembro a miembro (1) y (1: 
3 


Ejercicio 2 en (50*+ a) - sen (30"+ a) 
| Resolución: 


sen (0 +ajecos(0ra) e 


Ata. al JS - cos al | 


Bossa] 
5] 


| Reto, 


¡sen (45" +0) - cos (45*+ a) 


|| Ejercicio 42: cos (a+) -cos (ap) 


ml Panel Oovcñas Maguiehe 


(€: Reduzca las expresiones siguientes a un sólo término 


Ejercicio 1: sen 70* cos 10" + 00870" sen 10" | ejercicio:2:cos 65".cos 25". sens. sen 25" 
| 


osolución: [manco 
senT0"cos10"+cos 70 sen 10*=0en (70410) 
¡ 
Rpte Ñ 
>] Beta, | 
Ejercicio 3: cos 9A cos 2A:1u0n9A .a502A]| Ejec son dE Cos OE SL Bond 


Resolución: | Resolución: 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULOS COMPUESTOS TIPO 1.8. 


5 

jercicio ($): Siendo: sen 0= E 
El Ó: si E 
de: cos (8+x) 


y 2 
525 


.(1<a,) 


y Es 
dE 


EL Matemática E] Ta 


+ Ahora, hallamos el valor de: — cos(9+9) 


cos (04+x) = cos 0- cos x-sen Usen x 


$ 1955 
A 
Ejercicio ($): Simpliicar: M=sen 50*- 2.008 40”. sen 10* 


1 1 Y 2 43 
mi DA 01 ni E 
Resolución: SS 
La expresión dada, se puede M = sen (40"+10")-2 cos 40"sen 10* 
esorbir de a manera siguiente: 4, sea 49=.co5 10"ecos 40”sen 10"-2 cos 40”sen 10" 


M = sen 40”.c0s 10"-cos 40”sen 10" = sen (40"-10") 


M sen 30 me 
Ejercicio ($): En ta figura: Hallar» R 
Sise cumple: o 

1 Da cs 


D)2 E5 


A 


ce —0 


Enel DD BAD: 1g (as: + 0)= AD - xtB 
AA 


lg 4S*sig O e 


Tigo 
Pero: 1945%=1 


LE + sx 48 wo «oR] Rpta.D 


Panuel Coveras Naquicho 
E=sen 60". 1940". (tg 70-19 20") 


1 D) 43 EJ2 


tg 70" — tg 20" 
1+19 70".cotg 70" 


[O) 


Reemplazamos (1) en la expresión “E 


= 19 50" = 19 70-19 20%=2 tg 50" ...) 


E = sen G0*1g 40"[2 lg 50*]; pero: 1g 50" = cotg 40* 


Y dE 
E- o -r(8)- Ya ms + EXA apra. o 
Ejerciclo ($): Reducir: O = (sen a-cos a) (cos 0-sen 6)-sen (a+0) 
A) =cos(a-0) B)cos(a-6) C)cos(ar0) — D)-cos(as0) EINA. 
osolución: 
Electuando el producto inicado por ls paréntesis; obtenemos: 


Q = sen a cos 6-sen a-sen 0-cos a-cos 84006 a-sen 0-sen (a+0) 
O = sena-cosT-sen a sen 0-cos a-cos 0+00S Usen-0- (sen_0-cos V+0oSursena) 
Q = -cos.a-c0s 0-sen asen 8 = 


Ob] apra a 


(cos ar cos B+sen asen 6) 


Ejercicio ($): Calcular gsi sen(a—0)=acosa.cos0 y 19a= b(1-190) 


arb p)2tb Obs 


A 
as bet art bel a-b 


Resolución: 


Sen cos d-cos asen 0 = a cosacos 
sen 006 0-cos a:sén 6 
cos 0 cos 0 
sona 08 cor nO 
cos a CO costí- cos 8 


wa-lg0=a = 9azargoj 


Reemplazamos (1) en la expresión: 


ga =b(-190) 


aslig 0 =b-bIg0 >= Ig0rbIgO =b-a 
19 0 (14b) = ba oe 


Ejeriio $): De laligu mostrada: Cleo 
larel valor de: E =x* cotg 6 


716 B)20 c)24 
D)28 EJa2 
Resolución: 


* Enel lx BAE: 


eemplazamos (1) en (1) 


Se 

TO 

020108) - 1(12 00) 

s B 

400 190 7-Lgo > 12418190 = 21-16:190 


3 


Rigo=9 > 


Luego; calculamos el valor de 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS COMPUESTOS 


E 


Ives 


: 1 
Ejercicio (): Reducir 


E - Sen lasblesen (ab) 
cos (a+b)+cos (ab) 


Ajiga Bjigb C)coga Dicotgb EJt [ayi mo 02% ml ez 

Ejercicio () : Simpliicar: 

Mi - SEM 2X cos x+cos 2x sen x Ejercicio (): Sicosa=1zigp= E 
os 2x 005 x-sen 2x:sen x A > 


AJI Bhigx CJIgSX D)g2x E)calgx 
Ejercicio () 


AP A A 
cos 40"-cos 10*+sen 40" sen 10 figura mostrada. 


ninio 


ajo 


D) 


EJNA: 


leducir 


EL Matemática Y 


m9 

Bu 

013 a 

pee [ 

EJy7 A _— ASE 

Epreciof): Reducir E 90, 
METE] 

Ajig3x B) 19 2x C) cotg x 

D) cotg 2x EJNA. 


Ejercicio (): Simpliicar: 


Mie 2 
cos x cos y 
Ajtgy Box Cjcolgx 
Djcotoy — EJNA. 


48 


c | 3.0 
7a las 


A 


Ejesciog) Send: 1a AE 


(Ac 0) 


(Be Q,); Halar: “cos(A- BJ" 


76 pS q72 85 
q pS 7 09% ema 
y ) ) ) 


Ejecco (Je Sondo:19 A - (a 0) 


y soc! 7: (8 e O); Hallar. "cos (A +8)" 


15 


NE" 
EN 


297 


e 22 
450 


291 
— EJNA 
450 os i 


Elptccio $): Simpicar 


sen (45*ex) cos (45"+y) 


E 
sen (y) + cos (X+) 

alo 9% 0 E é 

2 2 3 


Ejercicio (): St 192 = (24201) y 


A 
1wb= (653) Hallar "o (a «by 


am yz oa 


Ejercicio (): Reducir 


DJo EJ-WZ 


E= sen(S0”+x) + sen(60"-x) + 
os (30" + x) + cos (30*-x) 


AJ200sx — B)Y3 cosx C)2V3 son x 
D) 243 cos x E) 6/3 cosx 


Ejercicio ($: Enta ligura, Calcular "tg o*;sion- 
0: ABCO Un cuadrado y “N' es punto medio 


Ejercicio (): Si: 19(A+B)=1/2:19(C=8) 
= 1/2. Hallar el valor de: "lg (A + CJ. 


Pl 
iS 


Erico () : St cor 0= 06:19 0 =078: 
amen y O Caral valor e 
sen (4+ 0). 


AJ-1 B)-0.8 C)-0,25 DJOS EJOS 


Ejerico €) ¿Ena ura Caer 195 


> Manuel Cuveñas Haguieke 
Ejercicio (Í): Det gráfico. Calcular: 19 41; 
ABCD es un Guadrado. 
ap: AA 
B2 | 
ol E 
ES ea F 
| E 
rl 
p 1 
Ea 
lave de 


a we [ee | za | «c | sl 
a m2 
E colzolon los lio 
els 
8 3 + 
RS o POS ER totor. 
Ejercicio $): Recucirla expresión: ro 
E - SeL/A+B), cos (A+8) a al a oal e 
cosecB ' secB 2 YE E 
Ejercicio f) : Si: (cos 15" + sen a) (cos 15*- 
AJsenA  BiosA C)senB * e 
Eo A e SI sena) =p. Calcular el valor de 


Es O Opa 
a enero 


mm Son (a+) 
cos (a +8)+cos (a—8) 
AB aya Es 


E=i9(15%+ 2) +t9(15"-a) 


1 8 
Ap Bra 0 031 EJNA 
o». 


Ejercicio () : Sabiendo que: 
0 N=3:000Y-29=2. Hallar 192" 
BJ6 D)1 


E] 05 


9-1 
1 


Ejerceo «De a ua monta; tar 
ap 


A) aya 
EXA 
Begi2l y as a HE 
1292092 02 ena [0 
a O E 7 
Y3 
Ejercicio Y): De la ligura mostrada; Calcular | €) 
el valor de: “tg E 
LES 
5 
EA 
Es 7 
Ejercicio ($): Si.colgx=1+ VÍ -t9y: 
Haltar el valor de: 
Ejercicio (): Calcular el valor de A AN 
la 36 Sen (ey) + sen (y) 
A) 1,732 B)2,732 C)0,732 
D) 1,414 
O Es 
2 2 Ejercito (+ St iga= ¿252 y y 
Ejercicio $): Si 0-0) =1:y10(a-0)= 
MO o Hallar: "tg (a CJ boi 
mon 
A) sena B)cosa C)iga  D)cotg aE) seca 
2 m7 o-2 p-Tg-2 
Ejercicio £[) : Calcular ol valor de 
jecico $) di 18 20 3c| ac 5.D 
E - 19.65”-19 25" sen 50*-c0s 50* e.c| 7.0] 8.o| 9.8 | 10.0 
2 19 40" sen 5* welaol a 


A DES C)V2 D)2V2 EJ2 


Organizados por las Academías: 
César Vallejo, Trce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 
7 
EJtnaOó 1. : Reduar: AY B2 C) sena 
sen (0 + 60')-cos (0+ 30) D) coso EJtZ 


Resolución: ñ 
Sabemos que: +) sen (0+60*) = sen l:cos 60*1cos (usen Go" = sen 6 L+cos 0 Si 


sen p+y3-cos A 
2 


sen (0+60") = 


sen Os Y3cos O YA cos 
2 2 


Luego: sen (94+60*)-cos (0430) = 
son(e+6o'7-cos/0s30) = Z2E0O a. Gn mp. 
y : a=da 
EsnGd0 2, : Dacia la condición: lg a = <+19b DE DA ol 


3 5 
2 mó 
DA Je 


sen(e-b) _ sena:cosb=cosasnb , sa lso corfisen 
cos a.cos b cos a-cos b cos a:Cosb cosacos b 
sen (a-b) 
os a:0os 6 


= 9a-19b 


a 


Dela condición tga 0) 


gb ga-tgb 


sen (a-b) 


Reemplazando (1) en (1); obtenemos que: 
cos a:cos b 


FL Matematica El m3 


TENER 3] : Calcuta el voor de: ajo ON 92 
A 19 5010 40% D3 EJ4 
tg 10" 
Resolución: 


Sabemos que: 50" - 40% tomamos la función "tg" a ambos miembros: 


19 (50*-40") = tg 10" 


9 5010 40% 199%; pero: 19 40*=cotg 50* 


1e1g 50*1g 40% 
50"-tg 40" A 
pa PES 
A 
METE des oeta; 


o 


19 5009 40 gr E ASE] pta. 
1910 
TENeNCIGÓ 4 | : Calcular el valor de: A2 B)-1 cjo 
e. 219 50"s19 20" 1 E2 
1 70 
Resolución: 
La expresión “B”. se puede escribir de la manera siguiente: 1 = 19.50"+19 20", 19 50" 


19 70% 1970" 


Pero: 70" = 50" +20"; tomamos la función "ig" a ambos miembros. 


19 (70) = 19 (50'+20") 

lg 50"+1g 20" 19 50%19 20% 
1970" - 20198 1-49 50%19 20" = 2500020 
. 1-19 5019 20 nd 19 70% 


pa sor 
A A 
plazamos en (1), obteniendo. LA S 


arg 09 Md. 
ca 20 cg 20 
A A 


0 


5) : Sia" y "9" son ángulos 
ig a 
Calcular a +. i 1 5) E 
Resolución: 

La expresión sen a cos P=E “sen [cos a, se puede escnbir de la manera sigulente: 
cn acosprcoracnp 2 md 
E 7D. 


Aplicando la identidad: — cos A=2 Vi_sen"A ; obtenemos que: 


cos tas p=)1-sen* (a +6) 00 


Roemplazando (1) en (1): cos (a+) = *-(2) > costar = Tm) 
Luego tap) O y) 
cos (a+ 8) 


Reemplazando (1) y (1) en (1V); obtenemos: 19 (a-+p) 


'NO=6 BM; además: BM=AM. 


De(1):3ND=6BM= 3ND=6a :. ND=28 


De (2) BC=6BM = : BC=5a 


+Delafigura: —(1+0 = 45" ; tomamos la lunción "19" a ambos miembros: 


19 (0:48) = 19 45*; pero: lg 45%=1 


19 a+ig o 
ESAS Deilg ag o 
aa OA o 

) Enel MEC: 1 > at 


1 1 emasE 
entr Logo liga > Zo ó : 
eemplazamos en Lo19 0 = E 190 > Li00-5 10 02 mp. a 
PEJEnOIGO, 7 : Simpliicar: A) 19 (a+) B) cos (ap) 
(tg tg () (cotg a+cota /) E) -cotg (ae) D) taa) 
(lg a-cotg a)+(19 P-cotg () E)1 
Resolución: 


go la Brto a 
Laexpresión dada; se puedees- (92410 ars) 9 aa 0) (pes: ) 
erbir de la manera siguiente: 


de) (E 


Alos términos del denominador de esta última Iracción, les damos denominador; veamos: 


lg arto py 
] 190 19 69 Beto 10 Dog a 


MÁ <=: 


Enel denominador de esta última expresión factorizamos: 


CNA 3 (art 
lo ag $ (19 0 +19 6)-(19 a+ to 8) (arteria [19 acto B-1] 
METTANCESD » 


lo 10% .D 
09011 Ta 8] Apta. 


ale): 8 AJO Bas" cp60r 
amb cap arco 


Hallar el valor de: (a + b) D) 80" E)225" 


26 Mariel Parcñas Hagan 
Fesolución: 


La expresión dada; se puede escribir de la manera siguiente: 


pr - 3 
aid En EXI 
wo o 
1 ab 


tga+tgb lga+igb 

1t0a too _ 48 
wargo1 
¡pagspiel 
1-19 0190 


rvertimos las fracciones en ambos miembros. 


3] 


[EsenGGO 9 : Sia =30"yP=45" Calcular: — A)Y DNA Cj1gos 
2 
cos (a+) cos (a—P)+sen (a +D)-sen (a—P) 2 
Resolución: 
Dela expresón: cos (a:+B)-008 (a=P)+sen (a+5)-sen (ap); cbtenemos: 
(cos a cos P—sen a - sen P) + (cosa cos Pasen a sen pe 


(sen a cos P+cos a - sen B) - (sen a: cos P—cos a - sen f) 
Por diferencia de cuadrados: — (A-B)(A+8)=A?-B% 


[feos cos p)* —(sen cu sen p)* asen a-cos p)? —(cos a-sen p)*] 


'Ordenamos términos de la manera siguiente: 


(tsen a cos $)? +(cos a-cos 0) ]-[(sen a sen PJ" +(cos a sen p)*] 


[soso (eortar ta) sero (rasgos o)] 


cos” p=senTp = cos” 45r=sen 45" 22 - o UN nota. 


at BJO 1014 
E = sec B-cosec Asen (A-B)+sen (A+B)] IZ EJ-2 
Resolución: 
E = sec B:cosec A [(sen A cos B-cos-A-Sem B)+(sen A cos B+c0s Ae B)] 
2 5magora]  : SESZ| Apto 


gob A 
ETE Ajiga+1 B)iga-1 
sec x—tg xo C) tg (a - 45") D)tg(a + 45%) 
E) tg (45"-a) 
Fesclción 
Sabemos que: sec x= — qua - 2002 
cr cos 
1 ,senx ES 
= LOs xX_cosx MS 
Luo 000 100 7 (een) 
coa (a) 
a q ga (sen 3) = sen x 


19 9-19 asen x= lesen x 


19 a-1= sen x (1+19 a) 


“a A 
lA tig at 19 45% 019 45 


TS AN 


+19 (A-B) = 


6.4 FUNCIONES TRIGONÓMETRICAS DE ÁNGULOS MÚLTIPLES || 


6.4.1 Funciones Trigonométricas de Ángulo Doble: 


Sientas identidades del capitulo anterior, o sea sen (a + $) os (a + [)yIg(a +). se hace: 
P=, se obtienen identidades para. sen 2a, cos Za y lg 20 


> Pt lucir Uegie 
Por Ejemplo: 


Dela fórmula: — sen (a-+P) = sen a cos (+ cos asen P. 


Para [B=a]. obtenemos: — sen (a.+a)=sen «cos a+ cos asen a: 


A o) 


Dela fórmula: — cos a + B) =00s «cos (- sen a sen 


Para: [B=aj obtenomos: — cos (a+a)=cosacos a- sen asen a. 


cos2a=cotasetoj (Fons 2) 
¿Por identidad Pltagórica; seré + cost a= 1 


h cos a=1-set a 


Mo serfa=t-cota 


Reemplazamos () y (1) en la fórmula 2 


Dela 


Para: 


cos 2a=cosa- seta 
cos Za = (1-sen? a) - sena. 
0524 =1-2 sen a | (Fórmula) 


19 as tg po 


Tórmuta .»- 
A 


B=a] , obtenemos: 


lg arg a 


rr 


1920 = 229%] (roma 3) 


005 2a=cos* a -sorf a 
cos 2a=cost a -(1-c0s* 0) 


+ 20s2a=200s*a-1 |(Fórmule) 


cotg a cotg P-1 


| De ta fórmula: cotg (a+p)= 
Mi 


Para: [B=a] . obtenemos: 


cotg a cotg a-1 
colg a+ cotg a 


: | (Fómuxa 4) 
2 cotga 


cotg (ara)= 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
FUNCIONES TRIGONÓMETRICAS DE ÁNGULO DOBLE 


Ejercicio (Í): Hallar el valor de: "sen 28" 5 
Resolución: 
Sabemos que: senZA=2senACOS A 0 
Delacondcón — senA=2; senA=tollvamosaun veamos 
Calculamos *x' por el leorema de Pitágoras: 
ies Y 
sx x= 15 re s 


x Y5 
Luego: cos A=X > cosA= Y 
3 ES 


Reemplazamos valores en la expresión (1), cbteniendo: 


SAS 
sen 2A = 2 sen A cos A me mare SNS | Apta. 


Eje tar later ser os A = E 


Resolución: 
Sabemos que: cos 2A=cos"A-sentA 1) 


Dela condición: cos A = a 005 A =lo llevamos a un 4, veamos: 
Porel leorema de Pitágoras: 


Ade > 16=0y 


y-7 > y=y7 y z 


7 


Luego: senA=2 => senA= 


. — ED 


Reemplazamos valores en la expresión (1), obteniendo: 


Panel Coseñas Haguiche 2 


cos 2A = cos* A-senTA 


AA eye) pa 


4) Us 


Ejercicio (5): Hallar el valor de: "Ig 24" Si 1gA=3 


Resolución: 
294 
Sabemos que 19 2A = 4) — Delacondiión: IgA=3 (1) 
aga 
Feemplacamos (enty 19 28 = HCL >. Pta 
1-09) 
[7 recomendación: Estimado alummo quiero que tengas, siempre presente que: 
( PECAR a 
Ejercicio (Ú): Demostrar que: M4 019 2x 
e 
Demostración: 
Poriórmula: — sen2A=2senAcos A, hacemos que: A=2k 
Luego senz(2s)=2sen2xcos2r — sendr=2sen2xc02x] 0 
Porfórmula: — cos2A=1-2sentA, hacemosque:  A=2x 


Luego. cos 2(2x)=1-25en*2x EEE A) 


Reemplazamos () y (1) en la expresión inciat 


2 sen 21 0052 a col zx 


2 sen” 2x 


Eercio ): Demostrar que: 19x+colgx = 200s002x 


EL Matematica 8] Em) 


Demostración: 


Poridentidades por división: 19 x = 21%, cargo 205% 
cos x sen x 
sen x, cos x Damos común denominador. 
tego: . 2 cose 2x A 
cos x senx enel primer miembro: 


sen x sen x + 008xX (05% . 2 coser 2x 
sen x cos 


x1cos x 
sen x cos x 


= 2 cosec2x  m Peroisentxscostx=01 


— "etíplicamos *k2" el numerador y 
denominador del primer miembro. 


—— 2 2 cos0c 2x 
Sen x cos x 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* (23) 


"A. Sin emplear tablas ru calculadora; Calcular el valor de: 


Ejercicio 1 : Hallar el valor de | Ejercicio 2 <Haiar el valor de: 
Son2 A; st cosec A=50 102A sus sn eZ 
Ed 25 
Resolución: PS 


Sabemos que :sen2A=2senA.. cos A...) ! 
+Elvalor de: cosecA=S/;lo fevamos a unla | 


+ Porel teorema de Pitágoras: 
e 


Los valores hallados los reemplazados en () 


(8) 


396, 
mr po, 
pta. Lig 2: 


Ejercicio 3: Demostrar que Ejercicio 4. : Demostrar que 
0 gar cotga-Iga = 200920 
14005 4x a 
Demostración: 
| 
y 
il 
, a 
EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULO DOBLE TIPO 1.8.4. ¿ 


Ejercicio (Í): Reducir: M = 2132 00532 pp2 Ba c4 0-2 El 
sena cosa 


Resolución: 

AC. ADOC 
cando A-E - AD-BC 
E BD Bo 


sen Ja cos a Cos Ja sen a 
sen a cos a 


_ sentóa-a) _ [senza] _ 230macosñ, SN 
me senacosa  senacosa _ SS id 


Obienemos: mM = 


“meduar Pp = [S£E2T apsecx Box C)cotgx 
Elenco 2.” Vsec 2x+1 D) cosecx EJNA 
Resolución: 


+La expresión dada, se puede escnbir de la manera siguiente: P= 


Sabemos que: [cos 2x=1-2s0rx : cos2k=2co8tx-1 |. (1 


Reomplazamos los valores de (1) en () 


(re 
sex) se - een] 20 e RON] pra 
ree cos*x 1) E osx > 


Ejercicio paa De la figura mostrada: 
Hallar 


DES Bass Cas 
920 EJNA. 


(EA 


Reemplazamos (1) en () Y 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULOS COMPUESTOS. 


ave E | yy 1 py El y 29 3 Ena 
E 2 
Ejercicio (): Hair el valor de. 
Ejerciclo£): Hala l valor de 


et cotg2A; Si tgA=5/12 


ay 1 69191 712 0) 12 Ena 
12 a ao ra 


Ejercicio () : Hallar el equivalente de: 


costa -sentA. 
A)senZA — BJig2A 0) cos 2A 
D)colg24 — EJNA. 


Ejercicio (): Hallar cl equivalente de: 


DL maven a 


Ejercicio () : St'5 (sena -cos a 
<rés ¿Hallar 19 2 


Ay A 2 
¿29-202 0 
ata Lol m7 27 
Ejercicio () : Reducir. 

100 (1190 
MECA! 
AjcosZe  Bhcosta  Cjsenza 

Djsensa — Ejsenóa 


Eerioo Y): Stsort a+ costa or 
ae 


Panel Coveñas Haquiche P 
A)tg20 B) sen 20 C) cos 20 
Dj cotg 20 EJNA 


Ejercicio) ¿radar Sr sra: 
Q=19(45" + x) +19 (457 - x) 


C) cola 2x 


B)tg2x 
E) 2 cotg2x 


Ejericlo €): Catevtar el valo e 


cosec 9 
sec 2F cosec 21 


aba ada aa 
02 (05-) E2(45+3) 
Ejercicio () : Reducir la expresión: 
E- sena 
Tecos 2x 
AJ192x Bhox C)senx 
Djcos2x  Elsecx 


24m B)3m c)2m-3 
Djá4m-3  EJ3m-á 
a Apsenzo  Bjsen20  C)cos28 
DI sv o O 
Ejercicio () : Reduotrla expresión 
ya 


Ramo co ote) 


Ejea €) ¿Sero: son x-cos x= 


<L Matemática E] 


Em 


Calcular el valor de: E=3 sen 2x + 2 


alot 9% 92 
$“ 


Ejercicio () : Reducir la expresión: 
A = 1-8 sento cos*o 


B) cos? 20 
E)sen Bo 


A)sen*20 
D) sen 40 


cos 40 


Ejec 0 
a, 
PAS 


1 1 
al ml 
1 O 


slo 


a 
21 
DO) 

Ejercicio (): Encontrar el valor de "nen: 


102-219 % 
tg 2x-19 x 


==n cos 2x 


AJI BJ C)2 D)-2 EJNA 


spuesta: 


ve [ae jac | ac | osa 


6.4.2 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULO TRIPLE 


¡Seno del Ángulo Triple: “sen 3A' 


sen 3A = sen (2A+A) 


pliz o 


e 
sen 3A = Sen 2A:cos A+cos 2A SenA 


— 


sen 3A = 2 sen A cos A cos A+(1-2 sen” A) sen A 


=$ 


sen 3A » 2 sen A cos” A+sen A-2 sen"A; Pero: cos” A: 


sen 3A = 2 sen A (I-sen'AJ+sen A-2 sen” A; 


sen 3A = 2 sen A-2 sen" A+sen A-2 sen'A 


sen 3A = 3 sen A-4sen'A | - (Fórmula) 


E Ptaracl Coveñas Hagulebc E 
Coseno del Ángulo Triple: “cos 3A", 


cos 3A = cos (2A+ A) 
2. 
cos 3A = cos 2A cos A-sen 2A-sen A, 


A 


cos 3A = cos 2A cos A-(2 sen A cos A) sen A 


cos 3A 


(2 cos” A-1) cos A-(2 sen A cos A) sen A 


cos JA = 2 cos” A-cos A-2 sen A cos A 
cos 3A = 2 cos” A-cos A-2 (1-cos” A) cos A 


eos 3A = 2 cos” A- cos A-2 cos A42 cos” A 


cos 3A = 4 cos? A-3 cos A| (Fórmula) 


del Án "19 3 


De las fórmulas: 


senda =3senA-asenta | cosdA=A cor A-30osA 


Dividimos miembro a miembro: 


senGA _ 3 sen A-4 senA _ sen A cos” A-sen'A 


COS JA 4cos*A-3cos A cos A-3 cos A sena 
Dividimos a cada término del numerador y denominador *cos* A* obteniendo: 


asa sena 


3 sen 


la JA 


costa 
7 
sena 


EL Matematica El ja 
EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULO TRIPLE 


Ejercicio ($): — Hallar el valor de: "sengA" sicosa E 
Resolución: 

Sabemos que: o 
De la condición: cos A 2 ¿lo levamos a un X- veamos. 


Por el teorema de pitágoras: 


adas 25 90 


6-2 Yer 


4 


x 2 
Luego: senA= sena Í 
ego: se E a 


son 3A 


sonon Za (4) 
lis) ias Cas 


Ejercicio ($1 Hallarol valor de: “cos3A" sito A : 
Resolución: 


¡Sabemos que: sos 3A=4costA- cos A | o 
Delacondción: 19 A= 3 ctotesamosaunds veamos 


Por eltcorema de pitágoras 
ados eo 9016 
02 e VE RS 


Luego cos A= És cosa 


Reemplazamos valores en (1: 


TALLER DE 


EJERCICIOS N2! 


Ejercicio 1": Hallar el valor de: sen 3A; si: 
SecA=3/2 


Resolución: 
Sabemos que: sen JA=3sen A-45enYA...(1) | 


+Elvalor: sec A=3/2, lolevamos aun | 
veamos: 


+Poreltecrema de Pirágoras. 


¡| Ejercicio 2. : Hallar el valor de: 


cos 3A; si: cosecA=2 
Resolución: 


EL Matematica 8) a 


Ejercicio :3_; Hallar el valor de: | Ejercicio 4: Hallar el valor de: 
193A; sii senA=1/3 SengA, si: cos A=1/n;n+0 
Resolución: Resolución: 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULO TRIPLE 


3 sen dx+ss 

Ejercicio ($): Reducir: M = SN ktse aJ1 B)tgx €) cotg x 
9 cos” x-cos 3 Djtgóx E) cotg 3x 

Resolución: 

Sabemos que" senGx=3senx-4sentx| cos 3x=4 costx-300sx 

Luego: yy (8 send sentadas _ 3 sen x-3 senta 


cos x-3 cos x) 3 cos x-3 cos % 


mo DEMAS ero. 1=sentx=cos* x | t=cos* 


3 005 x (1-c0s ») 


mM - DEBA go6Í% _ 205 
3 coa Sen 


[oe = 


Eje Pesranxceoorry Eon y, 
Hallar: cos (3x - 45") 
» 


Resolución: 
Dela expresión: cos (dx -45") ; obtenemos 
cos (3x-45") = cos 3x cos 45"+sen dx-sen 45* 


Ya YE 


cos (90-45) = cos ar Eosen ae LE on 3x4 cos 3x] 


osioras > 32 [(3 sn rá 500s)»(4:003-5 0093)] 
costas) = 2 [3 (son x=cos 3-4 (sen's-00s*3)] 
cos (3x-45") = Ya 


A 
2 paso o 
cos (3x-45") = Ls 60-s 6 (sep xo cos" xesen x cos] 


ñ 


cos (3x=45") = laa sen x cos x] = 


7 lima sona cos x] (0 


Dela condición: — semx-cosx = 1 ; elevamos al cuadrado ambos miembros 
(sen x=008 1)" Y 


sen'x+ cos" x-2 Sen x cos x =1 => / Sen x 005 x=0 ..(M 


Roemplazamos (1) en (1 


cos (3x4 1-4 (0)] = 


2 


Ejercicio recita sguerte expresión: JO EN er 
cos” a-cos da, senos sen 3a D3 EJNA. 
Na 


se obtiene: 


Sabemos que: cos 3u=4c08*u-3cos a. 


Luego: 


senda =3sena-4 sera 


cos? a-(4 cos" a-3 cos u), sen”a+(3 sen a-4 sena) 


cosa sena 
3 cosa-9 cosa, 3 sena-3 sen'a _ 3 Wa (1-00s a), 3 será (1-sen'a) 
cosa sen a ES seña 


aselaso asta = (stereo) 3] mio 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULO TRIPLE 


Eorccio $): Hatar valor de: 
cos 3A; sig A =3 


PE A E 
10 10 E 
DD ana 
so 


E 5% se 
» z a 2 El a 
HE 
olé ema 


A 


sen 3x4 cos 3X 
cos x-sen x 


=14n sen 2x 


AJO B)t C)-1 D)2 Ej2 
Ejercicio (): Simpiticar: 

M=319 A(2cos A cos 34) 
AJIGIA — Bj3cosgA — C)3sendA 
D)2 sen 3A E) 2 cotg 3A 


Ejprcico (): Do laguna alar» 


Clave de Respuesta 


ve [20] 30] ac] sc 
An E | 


Manuel Povcñas Haguicic? 


16:43 Funciones Trigonomélricas de un Angulo Mitad 


¡Seno y Coseno de un Ángulo Mitad: [| 


Sabemos que: cos24=1-28en*A (Por ángulo doble) 
EE 
1 cos[2A] (2) 100 A las. 
Donde — senfajecosl2a) , cop*[ A), 
: A 
Luego: sen 2). [cos A | rórmuo) 
2 2 
También sabemos que. cos2A=2cos"A-1 »- (Por angulo doble) 


Luego, 


(Fórmula) 


ER 


0 


¿Ne E 
¿Ez a A Mea 
Anora,lomamos la inversa a ambos miembros de esta úllma expresión 


AAA 
| ] a cag(£) = fecos A | crórmuto) 


cos A 


51 
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EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
FUNCIONESTRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULO MITAD 


Ejercicio ($): - Utilizando las identidades del ángulo mitad. Hallar: sen 22,5". 
Resolución: 


Sabemos que: 


METE teromonctarsty 
EA aio me 
2 aseo, 


Ejercicio (8): Uinizando las identidades del ángulo mitad. Hallar. cos 105" 


Resolución: 


Sabemos que cos[£) - pz] 
Luego tacemos: (4) 105 > a-20] 0 


Reemplazamos (1) en (1: 


A 
a Ms 


Reducimos el ángulo de 210” al primer cuadrante, veamos: 


295 210" = cos (180"+30) = —cos sE => 5 cs20= E. mM 


0, 


E 


Reemplazando (1V) en (MM): 


cos 2a =1-25en a 


es A = 1-2 500" E 
2 


A 


| sen 2a = 250000050 


sen A = 2 sen 
2 


l 


Reemplazando los valores hallados en esta última expresión: 


ul () 


A e) 


==(J=l) 


52) 


O 


+ Uttizando las identidades del ángulo mitad. 


TALLER DE 
EJERCICIOS N? (25) 


Ejercicio 1: Hallar: sen 30" 


pezón 
semen 20(1)es EZ 
Js 
Donde Laso => + [p=eo" 
» - ¡ERE 
so ($2). 
E 


"Nota: Hemos tomado el signo (+) por- 
que el ángulo de 30% alO,. 


| Ejerciolo (3): Hallar: cotg 15" 
| Resolución: 


ll pla. z cotg 15". 


Ejercicio 2): Hallar: 1 67.5" 
Resolución: 


| Ejercicio 4: Hallar: cos 157.5" 


' Resolución: 


mí Pansel Goseñas Haguicho? 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 
DE ÁNGULO MITAD TIPO 1.8.5. 


Ejercicio (): Hat: sen (2) sabiendo que: sen B=— 


13 y fl E 

PES » e LO dl 

Hi 10 bl 5 ' so a 10 
Resolución 


Sabemos que: sen(2)- fEs8 y 


Poridentidad Pitagórica: sen"B+cos*B =1 


Reemplazamos (1) en (1): 


A ENS So] mue 


Ejercicio ) : Hallar el equivalente de 
Pr mos(£) (1) cm (1) 
PET $ ss 2 

A 07 sen(£) EJNA 

Resolución: al 

La resión dada, se puede Z; AS 

+La expre se puede 

escribir de la manera siguiente; E OSA DA o 

os A SA 


Saberes ques + 00020 1-2 sena > cos Amia sen (2)... 


omo maca cea) 0 


Reemplazamos (1) y (11) en (1: 


E Matemática Y] o 


Ejorioo Gh Siendo a.e Oionde: sen a=—!É Catas avalorde: E=sen (2)-. cs (2) 


At B)-5 cy3 D) via EJS 


Graficamos: — sena == 12. ;comose muestra en la figura: 


* Por el Teorema de Pitágoras: 


ao* -Po*-Po* 


007 19 (12) 25 == : 00=5 


» Dala expresión "E; obtenemos: 


En (5) (==) 


E +s 
CN 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ÁNGULO MITAD. 


cos A=-5/13; A € O. 


> Pal Pcia Nogie O 


od añ 
m2 022.9 
de ade a dE 


Ejercicio E): simpiñique: 

A = cota (2)-2 cos*(2).co e 
ANgO B)tg (2) oseno oros DE)sen (3 
Ejercicio (Í) : Simpiicar: 


sen 2% cos % 
(14 cos 2x)  (1-00s x) 


A) sen 2x 


D (2) E coa) 
Ejercicio () : Reducirla expresión: 
5-10 (2) on 


B) cos 2x 


auf) 


A)senx B)-00sx C)1 D)cosx E)-1 


MS rave. o 


se ene que "8" e Q, y 


Es 5 (sen £ cos 2) 


ar 


BJ2 CI3 Dj4 


Ejercicio E) : Hallar. 19 (2):= 


a 2).cos ap l 
sen a sen 3) (2) aos a A 
1 y2 RE 
262 cje2 0) 2 E 

aa 02D y 

Ejercicio €) : Simpiticar: 

E - —Mosecal” (sen ato al” 
cos" a+2 sen“a=senta-cos" a 
ES 2 

A) cota: IS 
a NES 

D)tg ) to (3) 


Ejercicio (3: Si Psacm reduar. 


E=/T+son a -/i-sen a 
a2cl mz 0-22 
2 2 2 


D) -2 sen a EJO5 


Sellama función trigonométrica al con- 
Junto de pares ordenados (x.y) donde 
los primeros elementos son números 
reales (ángulos en grados sexagesi- 
males) y los segundos elementos son 
comespondientes valores de las razo- 
nes trigonométricas de esos ángulos 


cosx ”. 


Sea la razón Inigonomérrica: cos X, si 
a esta le llamamos “y” tendremos: 


Esta regia de correspondencia da lugar a un conjunto de pares ordenados. y a este conjunto 
se le da el nombre de lunción trigonométrica, Iunción que lógicamente tendrá un dominio, 
rango y también una gráfica. 


7.4.1 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA FUNCIÓN SENO: 
Donde *x' representa a los ángulos Irigonométicos que varía 
senx | de (+=) 2(-=) e 'y representa los valores numéricos que loma 
la función tnigonoméca 
Luego, para graicar necesitamos una serie de puntos (ver Tabla) 


IEEE 


y=senx we J3la e Y3rZ e llora A3 12 az 


QUITE e sono celngulo 


En el primer cuadrante crece de 0* hasta +1 
(0<senx<1) 


En el segundo cuadrante decrece de +1 hasta 0 
(0<senx<1) 


En el tercer cuadrante decrece de O hasta -1 
(1 <sen x<0) 


En el cuarto cuadrante crece de «1 hasta O 


Extensión: Del grálico definimos que el máximo valor que 
oma el seno es 1 y siempre es menor que este, el minimo — "* — -1Ssenxs1 
valor es -1, por el cual 

Poríodo: La tendencia de la curva es repetirse en foma — =»  Psenx=360" 
¡completa a partir de 360", o sea: 


Tipo de Curva: Es continua 


7.1.2 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA FUNCIÓN COSENO. 


Ni 'Comola función anterior, osea el"sena", hacemos la tabulación 
dela siguiente manera: 


AA 


mn 


so 1200 1600 100) 2x0 l2e0>| 270 2007 000) aos 


o am d3r2 a pre ae | o ar VR 


UZMETID El coseno del Ángulo. i 


En el primer cuadrante decrece de +1 a 0 
(0<cosx<1) 


En el segundo cuadrante decrece de O a -1 
(l<cosx<0) 


En el tercer cuadrante crece de+1 2.0. 
(1 <cosx<0) 


En el cuarto cuadrante crece de O a +1 
(0<cosx<1) 


Análisis del Gráfico: | 
El nombre de esta curva es "Cosinusoide" 


Extensión: El coseno varía, como máximo en 1 y mínimo "e =1Sco0SxS1 
en-1 


Período: La tendencia de la curva a repetirse en forma "e Pcosx=360" 
completa es a partir de 360", o ses: 


Tipo de Curva: Es continua. 


7.1.3 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA FUNCIÓN TANGENTE 
Er ] Para graficar esta función tabulamos de la siguiente 


manera, veamos: 


» a e 1007 210 | 200 emo) 200 20 0 


o [4 Y5 a [dsd od VS a | 5 o 


0,:0<1gx<+= (crece) 
Oji0=<igx<0 (crece) 
Q,:0<Igx=<+= (crece) 
Qj:=<Igx<0 (crece) 


Análisis del Gráfico: | 


Extensión: 1 a tangente varia desde el (+=) hasta (-) pasando por los valores reales. 


Periodo: Este es 180", porque cada rama se vuelve a repetir después de completar este 
valor angular. 

Tipo de Curva: Es una curva Discontinua pues vemos que está formada por ramas, No. 
pudiéndose constuir una gráfica de un solo trazo. Podemos apreciar que cada rz 13 se 
¡encuentra entre dos rectas llamadas "Asintolas”, que son tangentes a una curva en el 
Infírito, Otra propiedad es que la función tangente siempre es creciente en cada rama, 


7.1. REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA FUNCIÓN COTANGENTE: 
y=cotgx | Para graficar dicha función tabulamos de la siguiente manera: 


2 [or aor eo m0 120 1509 amor] aros 20: 270) 00 aso | ae 


O 


Var 


O, O<colgx<4= (decrece) 
O, *==<colgx<0 (decrece) 
O): O<colgx<+=- (docrece) 
O, :=<colgx<0 - (decrece) 


colg o” 
cotg 180" = No emste (2) | cotg270" =0 
colg 360” = No existe (3) | 


Análisis del Gráfico: | 
Extensión: Elvalor máximo es (+=) y minimo (--); pasando por todos los valores reales. 
Período: Cada rama se repite luego de 180” 


Tipo de Curva: Es discontinua y decreciente en cada rama que se encuentra limitada por 
dos "Asintotas” 


7.1.5 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA FUNCIÓN SECANTE: 
y=secx Para graficar dicha función, tabulamos dela siguiente manera: 


00 ol 00 ol o 


Lied 2 22 a el e 2 elsa 


y=secx 


Período :2n 
A (2n+ 1) 02) 


Oj im<soox<-t 
Oy im<sec xt 
Ost <secK ts 


41 sec 90” = No existe (2) 
sec 270" = No existe (3) 


Análisis del Gráfico: | 


Extensión: La secante siempre es mayor o igual a 1 en la pate positiva, y en la negativa 
siempre es menor o igual a -1, es deci, la secante no abarca el rango 1 y -1. sino lo que 
está a partir de ela, Esta extensión es recíproca a la del seno y coseno. 


Periodo: Las curvas positiva y negativa se repite cada 360" 
Tipo de Curva: Discontinua; cada rama está comprendida entre dos asíntotas. 


7.1.6 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LA FUNCIÓN COSECANTE: 


cosec x Para gralicar dicha función, tabulamos de ta siguiente manera. 


or 1007 [uo | sor 209150 [yoo 20 [ze | 270000 sao | so 
pocos 3 12 23 


last jo + aula 


O, 1 <cosec «1 (decrece) 
O: 1<cosecx< se (crece) 
Oy: =<cosech<-1 (crece) 
Os: =<cosecx<-=1 (decrece) 


coseco” = Noemste (| cosecgo” =.«1 
osec 180"= No existe (2) | coser 270* =-1 
cose 360%= No existe (7) 


Análisis del Grático: | 


Extensión: Es la misma que la función secante, osea mayor o Igual a 1 y menor o iguala 
a 


Periodo: Cada rama se repite cada 360" 
Tipo de Curva: Discontinua cada rama está comprendida entre dos “Asintotas". 


EN = Hansel Caseñas Haguiehe 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
GRÁFICA DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS. 


Ejercicio $) : Gralicar: y = 3 sen x luego completar la tabla: 


Dominio | a E: "periodo | 
j 


+ Enesta expresión: "X' representa a los ángulos trigonométricos que 
y=35enx varían de (+=) a (—) e "y representa los valores numéricos que 
toma la función trgonométrica, 
Luego, para gralicar necesitamos una serie de puntos (Ver la siguiente 1abla). 


O A E A 


promos [aioz] ams | aso [aca [sz 


Ahora, completamos la siguiente tabla: 


Dominio | Rango | Valor Máximo” Valor Minimo | Periodo | 


yasenx | Im lasyss 3 la [ameno 


EL Matemacica 18) 29 


Ejercicio f): Graticar: y = 


1/2 sen x ; luego completar la tabla: 


Dominio | Rango | Valor Máximo | Valor Mínimo | Período 


x [or [om=mz j 0tmn 20m az [o60"=25 


yo V2sonx 20) =0 2 (M= 112] VZIO)=0 12M [210=0 


úAvora, completamos la siguiente tabla: 
Dominio | Rango |ValorMáximo| Valor Mínimo! Periodo 


y=1Rsenx| IR ass ve | are Loma oe0s 


a 


Gon | gs | aio ario | css 


E Ei] 


Resolución: 


E Panuel Coveñas Haquiche? 


+ — Portabulación. 


. or [same [voor | 2r0r=0w | 260%=2% 
y=coven | 1 | dera o | dar 

450"=5rJ2 | 540"=3n 6307512 720"=4n 

era | o der : 


Ahora, completamos la siguiente tabla: 


Dominio | Rango | Vator Máximo | 


y=costra] IR asysa 1 


Ejercicio f) : Graticar: y =2.+19 x; luego completar la tabla: 


A] 5 quo bno 


FECCCT MES E 
solución 
+ Portacticón 
O E 
y=2+ gx | y=2+0jy=2+2 |y=2*0 y=2+4 | y=2+0 


y=2 | y=3 y=2 y=3 | y-2 


Ahora, completamos la siguiente tabla: 


"Dominio Rango | Valor Máximo | Valor Mínimo | Período 
a ale ESA 
yzergx) relay A = = ar, 


(ek +1) E 
a+ 0 E 


+ — La función tangente no alcanza un valor máximo ni un valor minimo. 


Manuel Covcñas NHaquiche 


TALLER DE 
2 EJERCICIOS N* 


+ Gralicar.y = sen ¿luego completar la tabla 


Ejerciclo 1 


Dominio | Rango ' Valor Máximo | Valor Mínimo | Periodo 
si panel! ca Eo Ñ 


dy ! i 


CN 
2 e A tl mb 
esolución: 
+ Portabulación: 
a er | arroz |saoraor | erormowz | 1060*=cr 
ñ 1 
os 
yasen ¡ 


EC Matemática Y) y] 


Ejercicio (2): Graficar: y ==1+ cos 2x ; luego completar la tabla: 


P 
lbominio_ | rango | vatorsuáximo Valor Minimo | Periodo 


y=1+co82x | ' 


0 Panel Coucñas Haquicie 


Ejercicio 3: Gralicar: y = Cotgx- 3; luego completar la tabla: 


y= Cotgx-3 
1 


o | or | menor [mareo | suzuzror | 2n=oso" 


O 


SL Matematica 18 EN 


Ejercicio 4:: Gralicar: 


y = 112 +s0cx | | 


Manuel Coveñas Haguichc? 


Esta propicdad ya conocida puede extenderse para el caso de a> 0 real y 
Am y m ales. ¿Por qué exigir a >07 


Para multiplicar los números 25 000 y 2893, por ejemplo, buscaban los 
valores a y b tales que 


10*=25.000 
10”=2893 


y luego resolvían 
100 10m 
«omocual la multiplicación e transformaba en una suma. Los valores de 


a y b estaban cn la tabla de logaritmos decimales, y con ella misma, haciendo cl 
¡camino inverso encontraban el valor de 10"? que es el producto buscado. 


FL Matemática Mi pe] 
Capitulo 


URANSFORMACIONES: 


8.1. TRANSFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


8.1 TRANSFORMACIONES DE SUMA O DIFERENCIA A PRODUCTO (Factorización 


Trigonqmétrica) 
Sabemos que: sen(A +B)=senAcos B4TOFASEAB y Siendo 
mao +] senta mA. cos E -TorAena. A>8 


EM.AM: sen (A + B) + sen (A - B)=2 sen A cos B 


sen(A +B) +sen(A-B)=2senAcosB  .. (1) 
SeníA «B) =semACOSD+cos AsenB y Siendo | 
L ESTO sea Arcos B - cos AsenB. A>B 
estando MAM- sen (A + B)= sen (A=B)=2c0s A sen B 
«sen(A + B)-sen(A-B)=2005AsenB (1 
Además sabemos que: cos (A + B)=005 Acos B-SemAGegE Siendo: 
E * | cos(A- B)=c0s Acos8B + SerrAsea E 43 
IMAM: cos(A4B)+cos(A-B)=2c08 A cos B 
cos(A+B)+cos(A-B)=2c0sAcoSB ..(IM) 
cos(A + B) cos A05SÉ - sen AsenB y, Siendo: 
Lo — | cos(a- 8)=cosATGSB y sen Asen 8 A>B 


Restando M.A.M. cos (A+ B)- cos (A-B) 


2580 A sen B 
¡Cambiando el signo a todos sus términos, obtenemos: 


Manarl Cuecias Haguche O 


cos (A-B)-cos(A+B)=2senAsen8 — ..(IV) 


Luego; hacemos los siguientes cambios de variablos, veamos: 


» E 
+ 

5 Ab=y 

EmMam za x+ y me a 20% 


Delos mpretiones: 1 pee 
» ¿By 


—MAM: 2B=x-y mb B= 0) 


Luego, reemplazamos las expresiones (1), (1. (2) y (0) en la (), (1, (1) y (W), obteniendo: 


1 

De) [mA ertrlh) (Y) pm Siendo: —x>y 

0) enn oy 20 (20) (5 ¡ES y) 

E 
PEE ni 

Dev de A Sendo xy ) 


"Nota Importante: Com el auxilio de estas fórmulas es posible pasar del producto la suma o diferencia. 


Do car yd (E ) > Siendo: 


E Desuma.o Diferencia a Producto: (Factorización Trigonomética) 
Siendo: | x>y 


sen x + sen y = 2 sen 
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sen x — sen y 


cos k + cos y = 


cos y - cos x 


2. DeProductoa Suma o Diferencia: 
Siendo: A>8 2sen A. cos B=sen(A +B) +sen(A-8) 
2cos A. senB =sen (A + B)- sen (A - B) 

2005 A. cos B=cos(A + B) +cos(A-B) 


2senA. sen B=0c0s(A-8)-cos(A + B) 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
TRANSFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS. 


E a oa 

AJsen18'+ send” Bjsen7"-sens"  C)cosS"+cos3"  D)cos20"-cos42 
Resolución 
a) sen 10% 4 sen 4 — 2 en 10074) cos 


2 


sen 18% + sen 4% = 2 sen 1F cos 7" 


B) sen7*- sens" 20 [15 


+ sen T*- sen S' = 2c0s 6" sen T. 


O coso coo 25) coa [5 


505 5" 4 0983" = 2 005 4% 005] 


az. 20" 
2 


cos 20" - cos 42" = 2 sen 3Y sen 11] 


Ejercicio E) ; Expresar como Suma o Diferenda, según convenga las siguientes expresiones: 


0 cameo cose! = 2 sen 


A) 250n30* cos 6"= B) 25en 10”. sen-40*= 
C) 200550" cos 10*= D) 25en6"_sen3'= 
Resolución: 


A) 2s0n30" cos 6" =sen(30" + 6) + sen (30" - 6") 


2seng0". cos 6" =sen 36" + sen24" 


B) 2sen10*.c0s 40" =2005 40” sen 10" = sen (40' + 10") - sen (40” - 10") 
200540". sen 10" = seno" - sen 30" | 


€) 200850" cos 10" =c0s (50" + 10") + cos (50*- 10% 


++ | Zeos 50" cos 10" = cos 60" + cos 40* | 


D) 20086" sen 3" =c0s (5”-3')-c08(6" +91) 
+ 20086 senS=cos 3 cos 9 | 


Ejercicio $): Smpicar: A= cos 100" -cos 40" +cos20* 


ay 2 0] Do EJ-2 
Resolución: 
Agrupando términos se tiene que: 


R = (eos 100" + cos 20%) - cos 40" 


EL Matematica 3) — 


Ejercicio f): Reducir: O = EM3ns sona 


Ajiga B) 1920 C) coto 2a D)2190 EJtg au 
Resolución: 
Aplicando formulas. se obtiene: 


rms: al 


" ad 
Ez ) cn 3) cos 2a cosñ 
> > 
Q= 102 .192p " . 0=t920l Apta. B 
Sa EE 


Ejecio $) :Caletr.E= enzo" cos 10% cos50". sensor 
Ay23 DES ca D) 4/3 EJ2 
Fesolción: 


Para que los términos del segundo miembro tengan la lorma de las expresiones estudiadas, mut- 
Iiplicamos ambos miembros "x2" Asi 


HATS 
2 E ="2 (sen 20* cos 10" + cos $0" - sen 40%) 


2. E =,2 sen 20" cos 10% + 2 cos 50" sen 40%, 


| 


2 E = [sen (20" + 10") 4 sen(20" — 10%) + [sen (50" + 40") — sen (50? - 40%) 


sen go" = 1 
2 


sen 30" + Sem40* + sen 90" — SEM+0"; Pero 
ñ 31 sen 90" =1 


1 
E ma 
22 E 


Ejercicio $) ¿mate TT son 507 + di on sor 
A 
Resolución: 


ME “Pal Css Haguiei 


Elevarmos al cuadrado, ambos miembros: 


Y (Vian ro Vins] ¡roo (ao? ato as 


O dir] e (disenso) + 2 Vi sen 50 1 sen sos 


Fi 


14 SEmSQe + 1 emeas + 2 ¿(1 + sen 50) (1 - sen 50") 


2+2 


sen” 50 (A+ 8)(A—8B) = A m8? 


E A 
AS 


Y -2+2Veos* 50 


24 2 005 50" = 2(1+ cos 50"); Pero; 1 = cos 0" 
uN 


2 (cos 0" + cos 50") = 2 (c0s 50" + cos 0") 
ale cos (20) o (29) - cosas cos 25% = 4 costas 


1 Va cos”: 


200525 mm 


Ejercicio $) : Reducir: sen x sen 2x | $80 X= senx 


a) (2) ts coo 2x (2) 1 2s cotg 3x at) tg 2x 
DICES 0 (3) ea x 9 ax 
Resolución: 


. o son (92%) 2 cos 2x senx 
2 


) 


A 
sá [noe UR cos 4x -—sem2x| 


6x+2x 


+9 son x= sen 2% = 2 cos 2 cos 4x. sen 2x 


SL Matemática 18) su 
SENA Senx_ c0s2% :multiplicamos el numerador y denominador por "2 cos x" 
cos 41 


— 2 sen x cos x sen x cos 24 


200sx cos 4x 


- $90 2x sen x_c08 2% : muwipicamos el numerador y denominador por "2" 
2 008x005 dx 


1) senx senáx _ (1 
= (1). semx senóx (1) 19% 90 ta. D 
Ma 
sen 6 + Ksen 38 + sen 50 
cos 0 + Kcos 38 +cos 56 


Ejercicio $) ¿Simplicar 4 
Age B) Kig20 Cc) Kig 36 D) 1960 UN 
Resolución: 
2h o (8222) cos (5020) senda 
(seng+senS0) + Ksenge__ 2 2 
Tono o ae 2 cn ($820) cs ($0 9utcosao 
2 


L- 


2 sendA cos26 + Ksenda ., Senda (2 coe2o ri) 


L 
2 cos38 cos26 + Kcos38  cos36 (2_cos20TR) 
L - 3008 - 1930 
coso 


+ L-1930| mpta.E 


Parucl Oovcias Hnquiche 


TALLER DE 
EJERCICIOS Ne (27) 


Ejorcicto 1. : La expresión: 
sen (+ sen 34 
seg 20 + sen 40 


M= esigu 


Resolución: 


Apta. [son20 conce: 


Ejerciclo /2': La expresión: 


DY es iguata 
cos x+cos y 


Resolución: 


ala 


Ejercicio 3; Simplicar: 
E - 595100" + cos 20" 
sensor 
Resolución: 


Ama | Et 
Ejercicio 4: Si mplificar: 


A = sen 40" — cos 10" + sen 20" 


pta [n=ceo 


TE aver. 1 


Ejercicio. (): Reducir a monomio: 
(cos Sa + cos 2a). sec da 


A)200520 
D) cos da 


8B)4 cos2a 
E) sen Ga 


0)2 cos 4a 


Ejercicio £) : Efectuar. 

T=c05 dx. sen2x+ sen $x.cosdx-sen7cosx 
a) BO Ca EJNA, 
Ejercicio $) : Smpliicar: 


sen xt sen 2x 4 sen 3x 


Dj2 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
TRANSFORMACIONES TRIGONOMÉTRICAS. 


1 
0) 2 cog 20" 
¿o 


D) 1920" 


Ejercicio () : Simpiticar 


MM - 598.40" cos 10" - cos 50* cos 20" 
“sen 20" sen 407 


A) Sen 10" 
D) 2008 20" 


B)2sen 10" 
E)2 sen20" 


C) sen20" 


Ejercicio () : Simpliicar. 


A= 

(cos x + cos 2x + cos 3x 
Agar B)cotg2x  C)cotax 
D)1g2x Ejtox 


Ejercicio () : Simpificar: 


N - 295 75"esen 25"+008 5S”+sen 45" 


sen 20+c0s 50 
AJ4cos5” — B)2c05S"  C)acos1o” 
D)2cos 10" Elcos10* 
Ejercicio (): Simpiticar: 


P = sen 20% sen 40% + Íconos 10 


A - Sena + m sen 2a + sen 3a 
cosa + m cos 2a + cos 3a, 


A)t92a 
Djiga 


B)ig4n 
Elm 


C)tg 2a. 


Ejercicio (2: Marque lo incorrecto: 


A) cos 20” - cos 80" = sen 50" 
B) sen 40" + sen 20" = sen 80” 
C) cos 10*- sen 20" = cos 50" 
D) cos 40" + sen 10" =sen 70" 
E) sen 207 + cos 40" = sen 10" 


LA 2.0 
sE BE 


28 
7.A 


pas pas 


Ejercicio $) Reducir y=1+ 400820" 


a) 3 1920" 
D) 13 cotg 20" 


B) tg 20" C)cotg20" 


ais 


Ejercicio €) : Translormar a producto: 


A=sena- senZa+ sen da 


A) 4 sen 2 cos a cos 2 
2 


B) 2 sen É cosa cos $2 


EJNA 


A)I B)lyl C)LyIM D)Todas JW 


Ejercicto () : Calcular 


3 sen 10" + Y3cos 10* + 2/3 cos 40* 
[3 sen 55" 


P 
cos 55 + 


ade jade c)X3 pava E) dz 
Ejercicio £): Simpiiicar: 


A Sec 40" + coses 10" 


14 sen 50 
AJ1Z m2 Cja 0J8 EJ6 
Ejercicio £) : Simplificar: 

O- na, senza 


cos 2a + cos 4a 


200 a 


Diarucl Coveñas Haguiche?. 
AJigos Bpt1r2)1g3a cy Senda 
cos 6a 
D) cotg 3a E) (1/2) cotg 3a 


Ejercicio () : Expresar como producto: 
K = (3 + 2 sen 20" 


A) 4 sen28" cos 48" B)4 sen 48" cos 28" 
C)2 sen 20" cos 40” D) 4 cos 40>sen20" 
E) 4 sen 40" cos 20" 


Ejercicio $) : educ 


WT a cos 20 


== 


o =Y1= cos 20* 
A)2sen 35" Bjásen3s”  C)2s0n3s" 
D)4cos65" — EJNA 


Ejercicio): Halar ovalo de"A parau=20" 


R=cos er + cos Sa + cos 7a. 


mt io E 
A 
Ea 


A) sen 10x cos x 
Cl) son 10xsenx 
EJ sen 8x cos 7x 


B) cos 10 xsenx 
D)cos 10 x cos x 


[Clave de Re 


5.0 


1.0 
10.A 


zA 
6.0 


28 
7.E 


an 
ao 


9.0 


HL Matemática E 


[ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Se denomina ecuación trigonométrica a la igualdad condicional que se verifica, para Un 
determinado conjunto de valores atribuido a los ángulos. 


SoLución PRINCIPAL: Es aquella de menor valor absoluto de todas las soluciones partícula- 
res positivas o negativas. 


SoLución Parmoutan: Es el conjunto formado por todos los ángulos que satisfacen una 
ecuación. 


Clasificación: 
- Las ecuaciones trigonométricas pueden ser 


2) - Ecuaciones Trigonométricas de Primer Tipo: 


Son aquellas en las cuales se presentan funciones iguates o diferentes poro siempre: 
¡ol mismo ángulo, 


Ejemplos: — sen A-25en As 


b) Ecuaciones Trigonométricas de Segundo Tipo: 


¡Son aquellas en las cuales se presentan funciones iguales o diferentes pero siempre 
ángulos diferentes. 


Ni) sen2b + cos 20=1 


Ejemplos: — hsenG-sen20+sen30=0 — MM IQ(4S"+x)-192x=c0tgx 
€) Ecuaciones Trigonométricas de Tercer Tipo: 
Son aquellos en las cuales se presentan lunciones circulares inversas 


Ejemplos: |) arcsec(cosx 


1) arclg(x+ 1)-arctg(a-1)=0 


8.2.1 ECUACIÓNTRIGONOMÉTRICA ELEMENTAL 


Esla ecuación más simple que se puede presentar: 


Forma General Fo)=a 


Donde: | F'= Operador Trigonométrico como: sen, c08, 1, ..... 
x= Valor angular como: a, $, 0%, 
Valor numérico 


Ejemplo: Resolver: Sen x = 7 


Manet Coveñas Hnguiche E 


Resolución: 


La solución de esta ecuación, se logra identilicanco el valor del ángulo veamos. 


1 5 Solución 
senx=L me senx= sen 30” mx se 
2 Principal 


Vota. Esirqurane recen ques la veiole nn est fctado por algún eperadortrigenaménico. | 
sentences sta igualdad mo es una ecuación Irigonométrico 


Ejemplo: xcsenta)=0 mb NoesmoEs Trigonemétrica 


"Esta variable mo esta fectada par elgún Operador Tnganemétrico. 


a) Paraelseno y el cosecante b)  Paraelcoseno y secante 


2 180% + 0 


x= 60 kt 
. 


€) Parala tangente y cotangente Donde: k=0;£1;12513; 


xp = Solución Principal 
x= Solución General 


x= 1607 k+x í 


82.2 RECOMENDACIONES GENERALES PARA RESOLVER UNA ECUACIÓN: 
1. Toda ecuación debe tratar do expresarse on términos de una sola función y de un sólo 

ángulo, de manera que dicha función se calcule mediante un proceso algebraico. 

2. Sila ecuación es homogénea en seno y coseno se debe dividir entre el coseno eleva- 


o al grado de homogeneidad, lo cual conduce a una ecuación en la función tangente 
Únicamente. 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Ejercito $): pesover 2sen0-1=0:par0*<05060* 


son $ = sen go" 
a + (Solución E 
A ci E 

Dela Fórmula General: 1, = 180%K (19, 

Cuando: K=1 mé x= 180% (1) +(-1)! (30) me x= 180*-30" me 82150" 

Cuando: k=2 me x= 180" (2) + (1)2 (307) "e x= 360*+ 30 9 0=300* 


Luego, tas soluciones que satisfacen dicha ecuación son: 5 + (307; 1509) | Apta. 


Ejecoo Y) : ester: cos 0-2.cos9en0=0; par: 0*<0s3e0r 
Resolució: 
Ela coución dad; sctrzamos "os obranianda 


cos a(1-2sen 


+ Igualamos cada factor a cero. 


D icose=0; UM (1-250n0)=0 mb. 1/2=s0nb 


6=90* (Solución Principal) xy=90 


A el Corcas Ugiele 


De la fórmula General para el coseno: — x,=360'K%x, 
Cuando: K=1. "we x=360" (1) - 90" e x=360"-90* e 6=270" 
2 = sen 30" 


sen y = son gor 0=o0" bip] e SO 
quan ate Principal) És 


+ Delaenpresón: sen O = ; sabemos que 


Dela fórmula General para el seno: xy =180%K+ (1. 


Cuando: K=1 we x 


180% (1) + (1)! 307 e 18030 e 10 
Luego las soluciones que satisfacen dicha ecuación son: S =(30*; 90” 150*; 2701) 


Ejercicio $) : ese: on -senocofz0=0: pa: "Se Seo" 


Resolución: 
Enta ecuación dada, lactorizamos: "sen 6”, obteniendo; 

sen (1 =cotg 0) =0;igualamos cada factor a coro. 
h sÓmb=0 — (1-cMgO)=0 e co 
+ Delaexpresión: senú=0;sabemos que: O sen 0” 

O 

Seng=S0n0" me 5 0=0% (Solución Principal) 

ps 


De la Fórmula General para el seno: — xy = 180%k + (-1)%x, 


Cuando: K=1 me x= 180% (1) + (1)! 09 


Deta expresión: — cotg0="1; sabemos que: 


olga 


.s 
CADOSCOADAS me 45 (Solución Principal) 
pi 


De la Fórmula General para la Cotangente: 


Cuando: K=1 0% y =180" (1) 4:45" 0. 
Luego, las soluciones que saistacen dicha ecuación son: 
Recomendación: Estimado olumn es recomendable que verifiques dichos soluciones halladas en la * 
«ecuación dada, como observará en éste último ejercicio al reemplazar las soluciones de 0*y 180%en la | 
ecuación inicioln sea: senó-sen8. cota! 
sen0*-sen0",colgo”=0 ([Eseraornociine 


LT Macemacica Bl 


TALLER DE 
EJERCICIOS N?* 


Ejercicio 1. : Resolver 


2.0050 - VS = 0 ;para:0*s0s 360" 


Resolución: 


Ejercicio (9 : Resolver: 
2 son 0-senO-1=0:pora:0* SO <360" 


Resolución: 


mota. | saiso 210 


1390 


Resolución: 


Ejercicio (4: Resolver: 
19 0- seno — YI send =0; 
para: 0% < 0 < 360* 

Resolución: 


Apta [ S=[0";60; 180*;240 


Ejercicio () :Resotver:2c0s* 0- cos 0- 
darcomo respuestas el valo para "0" 


Ayo" 


B)a0" C)50" D)90* Jas" 
Ejercicio £): Resolver. secta +19%a=319 a 
AJ30"  B)a4s* C)60" D)75" EJ90* 
Ejercicio (): Resolver: sen 2x +c0s x=0 
A)1S0* B)210* C)80" 
Ejercicio ): Resower: 
1g70-190=0:180*<0<270* 


A) 185”. B)225" C)220" D)240" E) 260" 


DJO" Eze" 


Ejercicio €) : Halar el menor arco positivo 
que cumple: 


192% +cagx=8 cos? x 
AJT/Z B)r6  C)mS D)m2a EJm 


Ejercicio (): Resolver: sen 5k =sen x 


DIRA DIES 
RISA 
ERE A 

Ejercicio () 


Mig x + Ycatg x= 2 


colgx 4 cosecx=enx 
IES 
pra o E a ra E 
cx 1h ;2k0- E D)Kr+ 2 

2 3 Ey 
e 


Ejercicio €): Resower: 
4cosx-9secx=219x 


pi ES 
EA 


€) Kn + 1% E 


D) Kn (a 
10 


142senx=2c0s" x + cos 2x 


Ay BJ2 c)3 Dj4 EJ5 
6.c 78| 88 BO|1wc 


Capitulo RESOLUCIÓN 
| DE TRIÁNGULOS: 
9) RECTÁNGULOS; 


= Para resolver un tnángulo rectángulo basta dar dos elementos, uno de los cuales por lo 
menos debe ser un lado. 


Previamente establecemos unas relaciones entre los elementos de un triángulo rectángulo. 
Dichas relaciones son las siguientes: 
1) Relación entre los tres lados: 

bixatact  Teoremade Pitágoras 


a 
1) Relación entr los dos ángulos agudos: A+ 0=090r 


AM), Relación entre a hipotenusa, un cateto y un ángulo agudo. 


Lo c=bsmc| [si=% > c=bcosA 
b 


ATA 
Luego: c=bsenC=bcosA 
A A A EN 
También: blo a-p080| [mA 2 a-bsmA 
» 
A 
Luego: a=boosÚ=bsenA 


IV) Relación entre los dos catetos y un ángulo agudo del mismo Í'. ABC: 


idrnloa cant agAi=2 o c=acagA 
a a 


Luego: o=atg8=acogh 


Tam ca08 20-008) [uh - a 
a 


CA 
Luego: a=cclgO=cigA 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 


Prortema Peste o rc BAC CO! Go cc 6 ar que 
Pride 


- Enel Dx BAC:senB == sen 3020 =D> 
a 420 


Donde: — 420.sen3020'=b (—(Mrentabla) 
si | 


420 (0,5050) =b b=212,10m 
Además: 
ase, «0 pesao PRI 420 (0.863 1)=0 "e .. 0=36250m 


Problema Lg Resuolve el triángulo rectángulo BAC; con el ángulo recto en B, sabiendo que el 
catetoc= 20 m y el ángulo A mide 40"10* 


Resolución: 
«Enel Bac ig a => ga0no 
he a E 20 


Donde: 20.1940"10'=a 
al 
an = 5 a=1688m 
Además: secA =P = secaoro =D 
e 


2013088)=b => b=2617m 


Frotiema G) ¿estóveelngut BAC: on. énguo econ cuyos catar miden do my 
Pepa an 


- Poreltecrema de Phágoras: af =b2+c? 


Luego: at=(B0)t+ (60? ”.  al=6400+3600 


%= 10000 a =V1000 


a=100m 


Enel Ls Bac: 98 2-08 


IGB=075 — (Meriablez me 3867 


Problema £) : La diagonal de un rectángulo mide 40 m y forma con la base un ángulo de 25"50". 
Calcula el área del rectángulo. 


- Enel lx BAD: 


sen 25050 = M 


0 

h = 40 sen 2550" 
40 (0,435 8) 
17,432 m 


-3 
2 
10 cos 25"50 = b=40(0.900) = : b=96004 m 


— iii A 1 


-N=36004mMx17,432m me Area 627,882 | 


mm anucl Coveñas Haguiche? 


A 
a ip 


9 

- EnatDo 08: poo Za 
20 40 

Donde 4=40x 193020 


9=40x (0,585 1) 
2 d=23,404m 


Además: sec 3020 = E 
20 


L=20x (1,1590) 


—_ 


L= 29,172 m 


Luego Perímetro del rombo = él =4.(29,17200) Enunrombo fas 4 lados son iguales y 
4 las dicgonales se cortan perpendiclor- 
:. Perímenro delrombo = 82,688 m mente eu pet edi 


Ercites votar res de un ia e q una cuen 2050 md ro ibero 
Po pro 


- Enel / Pon 


sen t2r20 = 15 


15 
0,2136 


P=3,14 (70,22 mP 
> Área det lculo = 15 482.90 | 


Prottema e Detaminarialngiues de os tdos de un rguirectángut ABC, sabiendo que 
la altura correspondiente a la hipotenusa BC mide 6 m y forma un ángulo de 24" con el cateto "b" 


es147528m | 


6,568 1 
sen 24% "0,406 7 


16,149 7.m 


Luego, las longitudes de los lados del triángulo ABC son: 
2=16,1497m 5 p=6S681m y c=14,7528m 


Problema $) : En un trapecio isósceles el ángulo en la base mayor mide 38" y las bases del 
trapecio miden 10 m y 16 m respectivamente. ¿Cuánto mide el perímetro del trapecio? 


- Delafigura: x+10m+x=16m 


2x=6m  x=3m 


- Enell, CED: cos3er- 2. 3m 
ES 

a= 2m _¿m 

cos 38% 0,788 
a= 3,807 1m 


suma de sus 4 lados 


Perimero LA =B:+b+2a=16m-+10m+2(38071m) 


Perímetro 3 =39,6142 m J 


ES Panal Caseras Hnguicicó 


Problema É) : Los lados consecutivos de un paraletogtamo miden 76 m y 42 m respectivamente 
Hallar su áréa, s el ángulo comprendido entre dichos lados es de: 34*10' 


Resolución: 
- Enel AHB: Sen 3410" 


h= 42 x sen 34%10' 


h 
h 


42 x (0,561 6) 
23,587 2 m 


Luego: — Área / / =Basexaltura=bxh 


Área / /=76mMX235872m + Aroa /-/ 2170268720 | 


Problema $) : Hatarla altura y el diámetro de la base de un cono recto, cuya generatriz mide 
26m a cudfforma con la base un ángulo de 5920” 


- Enel Dx Bon: 

pla 

5 

do sen sora 
ne 

26 x (0,860 1 

2 Uh 2asecen 


sen 5920 = 


h 


r= 26% cos 59020 = 1=26x (0,5100) => 
=ES Y 


Luego: Diámetro del cono recto =2r=2 (13,26 cm) 


2 D=26520m 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
RESOLUCIÓN DETRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 


NIVEL 1 E 


Problema €) : Resuelve a ingulorecón 
o ASC, 1 en 6 aten que a 20m 
press 


Protiema ():Besuave el 1ánguloretángu: 
LO BAC, co Vel anguo reto enC", sabiendo 
cen cas boy dl no 
me 


prcztema (nens a téngo rec 
rn pi 
paper 


proble, (lo a ol in rctingito 
mide 25 m y forma con la ahura un ángulo de 
67:50". Calcular el área del rectángulo. 


Problema (): Una de las diagonales de un 
rombo mide 60 m y lorma con uno delos lados 


el mismo un ángulo de 32'40*. Calcular la atra 
'dagonal y el área del rambo. 


Problema (3: Hallar el área de un circulo en el 
queuna cuerda de 40 m de lrgo,subtende un 
ángulo central 4620 


protiema: $: Datemino a torgué de os 
tados de un triángulo rectángulo ABC, sabien- 
RADA aro 
a aa in a 
pS 


1. b=9730myc=91.59m 
2 a=29.72myC=46,50m 
3. Uno desus ángulos =21" y b= 13,93; 
4. 21836m* 

5. Diagonal = 32,38 m y área =971,4 m* 
5 811902" 

7. a=881m:b=4,48myc=986m 


a 


VIEIRA vevia. u 


Frotema ():Enuntrapecioséscls el án- 
ena ba rr a 50 ls ets 
vagas male my 18m. respect 
pr cocino nda de apar 


A AA 
O der 38 a mic 
mente. Hallar su área si el ángulo comprendi- 
position brit 


Problema ([) : Hallar el díametro de la base 
de un cono Fecto, cuya generatriz mide 28 cm 
la cual forma con la base un ángulo de 45"40'. 


po 


de 160 m y uno de sus ángulos es de 36"40' 
¿Cuánto miden sus diagonales? 


Problem: La altura y la base menor de 
un trapecio! miden 8 m y 14 m respec» 
vamente si uno de los ángulos obtusos es de 
126". ¿Cuánto mide la mediana? 


A A 
éxagono regular, inscrito en un círculo de 6,2 m 
LS 


8 DIAS ME 9 1117850 
10. 39,13 m 

11. d=2516m y D=7528m 
12 1981m 13. 62m 


Manuel Cnveñas Haguiche E 


Un naturalista del suglo XVIN, el con 
de Mlulfon, realizó muchos experimentos, el 


más famoso delos cuales cs el “Problema de 
la Aguja”. 


Una superficie plana esta dividida por 
líncas paralelas (como se muestra en la figu- 
ral, separadas entre sf por una distancia H; 
tomando una aguja de longitud L, menor que 
*, Buffon la dejaba cacr sobre la superficie 
rayada. Comsidcraba que la caida ra lavora- 
blecuando la aguja quedaba atravesando una 
mya y desfavorable cuando caía entre dos ra- 
yas, Su sorprendente descubrimiento fue que 
la razón de éxitos a fracasos era una expre- 
sión en la que aparecía x 


En caso de que L sea igual a M4, la pro- 


babilidad de un éxito es Y. 


“A medida que aumentaba cl número de 
pruebas, tanto más se aproximaba el resulta 
do al valor de r. 


Experimentos más completos fueron 
realizados en el año 1 901 por un matemáti- 
cvialiano, Lazzcrin, quien dejó caer la aguja 
3408 veces y oluuvo para run valor jala 
3.1415929, con un error de sóla 0.0000003, 


Resulta notable que el número 1. apa- 
rezca en muchas experiencias además de la 
conocida relación entre el diámetro y la lon- 
gitud de la circunferencia 


10.1 DEFINICIÓN: 


Son aquellos ángulos, cuya medición se realiza en un plano horizontal. El instrumento de 
medición para estos ángulos se lama Brujula. 


Su estudio también está basado en la resolución de triángulos rectángulos y por ende la 
aplicación de Razones Trigonométricas. 


101.1. CONCEPTOS PRELIMINARES: 


Rosa Naútica (o Rosa de los Vientos). Es el plano, en el cual están contenidos las 32 
direcciones notables de la brojula 


10:12 DIRECCIONES: 
A. Principales.- Se evaluan a 90" 


Ejemplos: TN:s,E:0 | 


JE Panel Coseñas Haquicha 2 


B. Secundarias.- Se evaluan a 45" 


[neztor-Ene j, soXSbzom] 
[sensucEne 000 00 =0o 0 
A o 


S-SE =Sur- Sur-Este —; N=NO=Nor-=Nor- Oeste 
S- SO = Sur- Sur- Oeste 


Ejemplos: 


D. Cuaternarias.- Se evalvan a 11%5' 


Ejemplos: NElN 


nine 
4 
sols 
4 
slso 
4 
SE, ato 
4 
DIRECCIONES EQUIVALENTES DIRECCIONES OPUESTAS 
NE<> EN so-0: ELNE 
S-SE<>SE p E 
L N-NO<>N-NO 
NINO <>NNNES>NEÁN 
E 4 Ne-E ¡0lso 


E 
1013. RUMBO O DIRECCIÓN 


Es la desviación angular que sufre la losa Naútica con respecto a las dos direcciones 
principales, al ubicar un punto. 


pets 
a) El punto *O” se encuentra en la direc- 


¡ón B* al Norte del Este y a "d" metros 
del punto *P”. 


Bb) El punto *O* se encuentra en la direc» 
ión a” al Este del Norte y a "a" metros 
del punto *P". 


€) El punto *O* se encuentra en la direc- 
ción Na” Ey a"d' metros del punto *P*, 


9) — El punto *Q" se encuentra en la direc- 
ción E B*N ya "e" metros del punto *P”. 


Otros Ejemplos: 


+ Elpunto "A" se encuentra | + + El punto “A” se encuentra en E 
enla rección S 207 E. la dirección O 40” N y el punto 
*P" en a dirección NE. 


Ñ | 
" No nat | 
: e 
A » E 
. o E 
o E E 
o E [seo * [8 
2 
Ss sye 
A 
s 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
ÁNGULOS HORIZONTALES. 


ís se encuentra a 16 m de Manuel en la dirección S 60* O y Sara se encuentra a 
12 m de Mánuel en la dirección N 30” O. Hallar la distancia entre Luis y Sara. 


Resolución: 
Sea: x=La distancia entre Luis y Sara. 


EN Manuel Coveñas Haguiehe 2 
Enel Lo. LMS, calculamos "x”, Aplicando el teorema de Pitágoras: SL? =3M? + MI? 


Donde: SÓ = (12 m9" + (16:m)* 
a 


194 m + 256 mm" = 400." 


Bpta. La distancia entre Luis y Sara es 
de 20 metros. 


Problema É) :Sidesde un punto se ctsean ds rles”A ye o rumbos O 37*N y E 
SS Nresplvomente, ¿Cul daba se la Juanas ao is cos dos al Seed A se vor 
Sctserar "8910. alNore del Estoy la detail punto de seservacónincalaldfal 8 es 
Seamos 


Delafigura: — ZOPA=2PAE=37" 
(Por Alternos Internos) 


- Por deducción el 4 APB es igual a 90", 


Punto de vbuer 
vc Ja 


pta. La distancia entr los dos ábcles es de 25 metros | 


Problema ÉS ; Un móvil se desplaza 390 km, según la drección N a E. Con respecto a un punto 
Inicial*A”. Hallar cuántos km se ha desplazado hacia el Norte. Sabiendo que la lg a.= 8/12. 


Resolución: 


Del Grálico: cosa = 
290 


- — Porel Teorema de Pitágoras: " 


+ BC = AB” 
$ 

(2 hy + (5% = AB 

104 K7 + 25K% = AB 169K =AB" 


Vico k? - AB 2 13k= AB 


Según el Gráfico: — AB. =390Km 


13k=390 Km me k=30Km 


pta. * Eloimero de km que se ha desplazado hacia el norte 
cho móvil es x= 12 kw 12 (30 km) = 360 km 


| PROBLEMAS N? (29) 


TALLER DE 


Problema 1. : Una persona se encuentra | 
alejada 105 Km, en dirección N 37" O de un 

pueblo situado a oras de un ro, cuyas aguas. 

comen en dirección E- O, Determinar la mini. 

ma distancia que deberá caminar la persona 

para llegar alío 


Resolución: 


Rpta | 84 Km 
Problema 2 : Un explotador parte de su 
campamento recomendo 20 Km en dirección 
1N 78" E, luego se dirige al S 42" E y recorre. | 
la misma distancia. En esto punto decido ro- 
gresar a Su campamento. ¿Qué dirección 
debe tomar? 


Resolución: 


Apta Un z20. 


Problema (3: Un barco parte de su termi- 
nal con rumbo N a E; luego de recorrer una 
cierta distancia cambia de rumbo y se dirige 
hace el Este, luego de haber navegado 100 
Km. En esta ditección vuelve a cambiar su 
fumbo y se dirige hacia el Sur después de 
navegar BO Km, se detiene y observa que se 
encuentra exactamente al Este de su punto 
de partda y a una distancia de 160 Km. ¿Ha- 
lar apróximadamente el valor de “a? 


Resolución: 


Apta 


Problema "4" : Un móvil parte de un punto 
senta dirección S 60” O y recorre una distan- 
cia de 40 Km, luego cambia de dirección y 
toma el rumbo 60” al Oeste del Norte para 
recorrer 20 Km. Determinar cl desplazamien- 
to total que electuó el móvil 


Resolución: 


a=37 


NIVEL 1 


Problema (): Nataly se encuentra a 80 me- 
Iros de su casa en la dirección SE (Sur-Este) y 
Vanessa se encuentra a 60 metros de su casa 
enla drección NE (Nor-Este). Hallar la distan- 
la entre Nataly y Vanessa 


A) 40 m B)50m C) 100 m D) 120 mE) 90 m 


Problema £): Si desde un punto se observan 
dos personas A y B en jos rumbos S33*0 y 
$57 E respectivamente. ¿Cuál debe ser la dis- 
lancia entre las dos personas, si desde B se 
vuelve a observar a”A”a 20* al sur del Oeste y 
la dstancia del punto de observación inicial a 
la persona “A” es 64 metros. 


A) 48m B)80m C)90m D) 56m E)72m 


Problema €): Un móvil se desplaza 300 Km, 
según la diección O a N Con respecto a un 
unto inicial A”. Hallar cuántos Km se ha des- 
plazado hacia el Deste. Sabiendo que la 
colg=7/24 


A) 288 Km 
D) 100 Km 


B) 144 Km 
E) 200 Km. 


C) 84 Km 

prose () : Un móva se degiaza 7 Kn 
a caro son ps 
Igo e desplaza 542 Kn hacia el Noreste 


102 ÁNGULOS VERTICALES] 


DEFINICIÓN: Se llama así 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
ÁNGULOS HORIZONTALES 


| son respecto a su nueva ubicación. Hallar su 


desplazamiento tota. 
Aytiím mp(s+ V2)km ci7km 
D)13kKm — EJi6Km É 


Problema () : Si desde P se observan los 
puntos QA y Ten las direcciones E -NE .N- 
'NO y S - SO respectivamente, cuál de las 
guientes afimacionos es Verdadera (V) y cuál 
es Falsa (F) 


3) () Pseencuenta al N-NE de T 
b)  ( )Pseencuenta al S-SO de R 
€)  ( )Pse encuentra al O -SO de Q 


A)VVV B)FFF C)VVF D)VFF EJFW 


Problema () ; Un ba navega ana rec 
cons 30 E orobcolo hace enla rección 
30" E eun nto dado el segundo barco 
se encuena l None del primero y 360 Kon 
siadar lo separación de Prieto con respec: 
lo del punto Av labs porron siuldnes: 
mamo 


Ay 10Í3 Km 


D) 10 Km 


8)20Km C) 20 Y3 Km 
E) Faltan Datos 


10 | 28 


4D | so 


lodos aquellos que se denominan en un plano vertical. El 


instrumento para medi estos ángulos se llama TEODOLITO. 


Es anucl Quscras Haguicha ? 
Clases: 


Hay2 clases de ángulos verticales: 


Ángulos de Elevación 
Ángulos de Depresión 


10.21 ÁNGULO DE ELEVACIÓN: 


Es aquel. cuya medición se 
feakza entre la linea visual yla 
linea horizontal. pero cuando el 
objeto se encuentra por enc 
ma del horizontal. 


18” = angulo de elevación 


102.2 ÁNGULO DE DEPRESIÓN: 


Es aquel, cuya medición se 
realza entre taliena visual y la 
línea horizontal; pero cuando el 
objeto se encuentra por deba- 
Jo del horizontal. 


Y = árgulo de depresión | 


Observación: Para deserrollar problemas con estos ángulos (Elevación y Depresión), debemos recu 
rr los cruerios antes mencionados. es deci, buscar triángulos rectángulos y resolvertos. La dife- 
remera aqui. es que sus enunciados sen más cmplios. 


é  Acontinuación desarrollaremos algunos problemas, que servirán de ayuda en la compren- 


sión de esto tema: 
PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
ÁNGULOS VERTICALES 
Problem: ángulo de elevación de la parte supenor de una torre es de 30" acercándose 


100 m. Se encuentra que el ángulo de elevación es de 60”. ¿Cuál es la altura de la torre? 


HL Matematica YB ON 


AJSO mM BINO0mM CISOY3  Dp100V3mM E)200m 


Resolución: 
- Enel lx C80: 


cag or - EE 
S 


Done 00 E o | 


300 = 3H = 150=V3H => H=1%0 


vs 


Racionalizando, esta expresión obtenemos 


150 Y3 _ 150 Y3 _ 150 Y3 
Hi ISO, Y = : H=S0V5| mac 
O] Ed | 


Problema É) : El ángulos de elevación de la cúspide de una torre es de 60* a 72 m de ela, 
estando el ojo del observador a Y/3 m sotre el suelo. La atura de la torre es aproximadamente, 


ay7zm  B)73J/3  Ci7im  D)73m  Ej72V3m 
Resolución: 


En £ Manuel Coveñas Hagutehe E 
Reemplazamos (11) en (1) 


m=rdiod + adi] meo 


ErobieRdIÍÓ. ura sn e once sa ci version an ao den ea a 
metros de distancia de la base del edilicio, los ángulos de elevación, de la punta del asta y de la 
e de 0 y 0 rpuciaar ato lo longd ceo? 


aalam Bram cjol3m D8/3m Ejd3m 
Resolución: 
Ses: h = Longtud del asta de la bandera 
H= Altura del edilicio 


ha BH 
6 


-Enel Ls ACB: tg 60* = 
Ya. 


h+H=6 


7 3181 


2.4 


-Enella ACE 100 


Reemplazamos: (1) en () 


n+aÑa = 6/3 >= : n=siaj mptaa 


Prosa $) ¡vianrta dear que idos arias cocos det pl ell 
icon zon 0" y luego con45 de ángulo do elvacó, suponga que vela horzonialmente 
ima or de 2 


212450) xo 32 (5-1) kn 032 15 kon Dj2 un Envy resuenan 
Pescución 

Far so o de pcia se presea Somos 
de resolver, depende del gráfico que se construya. 
Erivera Forma: 


-Enel cop: 1945" 


EL Matemática E) 


-Enell BAP: cotg 30" = 


Se 


=>. AP=2Ñ3 Km 
2 Km 


AP+PD ¿reemplazando valores, obtenemos: 


a N3Kkm+2km > 992 (13 + 1) km] nota. 


Dela igura: AG 


Donde: 


Prost) Una poona nera un postecon dro de sevacón 0 cardo la aci 
ae as 
a 


AJ15 8) 30* Cas" D)60> E 
Resolución: —* 


- Enel ABO: Porángulo exterior: 
L BAD + 2 ABD = 20 
0+ ZABD =20 
LABD= 00 


Como se observará el_/Í ABD, resulta ser 
isósceles, siendo: AD = DB 


Manuel Coveñas Haquicha 


g 
BE. EA 
«ea/eo cmo E 
ena 100 Sl 
a 


AAA RÁ 


cos 20 = 1; Pero - 1 = cos 60* 
2 2 


cos 20 = cos 60 => 20=60% => ; 0:30") Rpta.B 
MEAN me) 


pitan DCI pura dl cio e ata lc 0 cen Po dá PARA 
o Ton e Y pa e 0 ARS ón 0 57 
¿amos paca to saco 


Ay12 B)14 C)16 D)18 E)20 
Pesotución: 
sex: — [a =atura de cada piso deledlico. | — n= número de pios del edi 
«Ena labo: iar - E - 
rs 
E 
Po 
Ax =2a 
E 


Ena AADO: 19.580 DE a 


se 
2. 
37% 


Reemplazamos () en (1) 


1.5 a > 12 
3 124 


Frobtema $) estat pate más tad uned de 30m ur seri on ng 
ia E o e tir 
pea 


AJ20m — Bi0m Cji5m  D)S0m E) 40m 


EL Matematica 5 
Resolución: 


- Hacemos que AE =a 


Dela figura: [AE = BD = a] (por ser poratelos) 


- Enel /| CAE: Do 


-Eni/Ícoo: 1930 E. OA 
E 


Reemplazamos (1) en (1): 


A 
or oo to 0 o ra] ga 
3 AE 


/na niña observa la cabeza de su padre con un ángulo de elevación 59" y los 
pies con un ángulo de depresión 30", si las cabezas de ambos están distanciados 10 metros, 
¿Hallar en metros la estatura del padre? 


a)(6+ 13) m era (2+/3)m 02 (4 + /3)m 
m2(2+45)m o(e5-2jo 
Resolución: 
-Enel /l ABC: 
sen sg = BE 
d AC 10m 
2... úin 
som 


Dela figura Hex+h (0 


Reemplazando valores en (), obtenemos: 


H=8m+23m 


Apta. C 


Problema E) : Un farolero situado a 1 800 m sobre el nivel del mar observa un barco con un 
“ángulo de depresión “a”, 6 minutos más tarde en la mama drección al barco, ahora observa con 
un angulo de depresión “6”, ¿Calcular la velocidad del barca en Km/h, sabiendo que: 


coto a = 13 -1 y cotgo = V3+1 
AJIKmMM — B)36KmMM  C)24KkmM  D)12KmWh  E)1860KmM 
Resolución: 


Altura del faro =1 800 m 


FA 1800 


EL Matematica [E 
Reemplazando (1) en (4) 


ol E 


1600 (Y3-1)m + o = 1.000 (1341) m 
VEO fi — 11800 m4 d = TEO + 1800 m0 DIO 


Luego, sabemos que el espacio que recorre el barco de 
minutos, 


a *C* es *b" metros y lo hace en 6 


AV) 
Acemplazando (U) en (IV) 
v, - 2000 - 600 mimin 
» min mémin a Km/h 
y - 80m, 31M, S0 WN - 36 min 
+ min 100m 1h 


Y | Apta. 8 


CC Mal Cs ge 


TALLER DE 


PROBLEMAS N* 


Problema 1. ¿Una persona cbserva la parte 
alta de una torre; con un ángulo de 37”, luego 
se acerca 25 m y ahora la observa con un 
ángulo de 74* Hallar la distancia que le falta 
para llegar a la base de la torre, 


Resolución: 


Bpta Tm 


Problema 2. ; Una persona se encuentra 
exactamente entre dos edlicios de atra H 
h(H> h) y observa la parte más alta de éstos 
con ángulos de clevación n y $ respectwa- 
mente. Determinar la distancia que existe 
entre los ediics. 


Resolución: 


Apta Hcotga + hootgbl 


Problema (3. : Jalmito curiosamente desde. 
la parte superior del octavo piso de un edili- 
00, observa a Juanita que se encuentra a 21 
| metros del edilicio con Un ángulo de depre- 
|| sión de 53": luego se pregunta cuánto mide. 
la altura de cada pio, si todos son iguales 


Apta [35m 

Problema “4. : Desde un punto se observa 
[| la parte más aa de un muro con un ángulo 

de elevación “0, sien la misma dirección nos 
acercamos al muro Una distancia Igual a su 
altura, el nuevo ángulo de clevación es elcomm- 
|| ttemento del anterior Hala el valor de 

M= 190 +cotpo 


Resolución: 


Apto * Ys 


TL MHatemacica E 2 
PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
ÁNGULOS VERTICALES 
NIVEL 1 AJ5m B)10m C) 15m 
D) 20m E)125m 


Problema. (): ¿Cuárto mide la sombra pro: 
yectada por úna Kon de 30metrs de atra, 
ángulo de elevación es de 207 


ASÍS Mm B)60m  Cr30V3m 

0)20/3m — EjiSm 

Problema €) :A 120 metros del pie de un 
eáiicio su ángulo de elevación es de 60” ¿Cuál 
es la altura del edificio? 

a) 90/3 m  B)60Y3 m C)80V/3 m 


D)120/3m  EJ180m 
Problema () : Un avión pasa sobre una ciu- 
dad de 4 Km de altura, 3 minutos después el 
ángulo de elevacion del avión es de 53", ¿Cuál 
es la velocidad del avión en Km/h? 


A) 1 Ken 
D) 60 Km/h 


B)3Kmh C)6KkmM 
E) 12 Km 


Protiama Un rt quetrado por aia 
10 lorma un ángulo rectángulo on ol sueo 
¿Cual era la alu del bol lapas que ha 
sido hacia el auto forma con Saa un go 
de 37" y aparte del tronco que ha quedado en 
pio teni una aura de 90 metros? 


A) 10m B)60m C)80m 1D)50m E)90 m 


Problema ():A20 metros de un poste, se ve 
el foco de la parte supenor con un ángulo de 
elevación que tiene como tangente 0,5. Cuán- 
to habrá que acercarse al poste en la misma. 
dirección, para ver el foco con un ángulo de ele- 
vación complemento del anterior. 


Problema () : Una antena de tetovisión se 
encuentra siluado en lo alto de un edificio de 
18 metros de altura, Si un hombre ve con un 
“ángulo de elevación de 53" ala antena y con un 
ángulo de 45" el edificio, Hallar la altura de la 
antena. 


AJ6m BJ8m C)i0m D)12m EJ 16m 


Problema () : El ángulo de elevación de un 
edílicio esde 22:30; nos acercamos a una dis- 
lancia "m" y el nuevo ángulo de elevación es de 
45" Hallar: "av sila altura del edifico es de 10 
metros. 


a) 10m Cc) 102 m 


D)10 Y3 m 


B)20m 
€)20 Y2 m 


Problema () : La distancia entre dos ediicios 
es de 60 meros. Desde la azotea del menor de 
los edificios, cuya aura es de 40 melros sa ob- 
sera la azotea del oro; con un ángulo de ele- 
vación de 60". ¿Cuál esla alura del edificio más 
210? 


40 


2D les | 
88 


sa le 


Panel Loveñas Haquiehe P 


A vo 


Protiama $): Deós un punto no comerla 
parte super de una lore con un ángulo de 
«levacion 1 y desde el punto medio dela di 
lancia que separa el pie de la lore, el ángulo 
de clevacón es el complemento de "a" Hallar 
la tangente del segundo ángulo? 


0 Van 


aya 
DY 


problema ($): Una niña colocada la orita 
de un mo, ve un árbol plantado sobre la rivera. 
"opuesta bajo un ángulo de 60*, se aleja 40 m y 
este ángulo no mide más de 30”. ¿Cuál esla 
atra del éro1 


BI 
E) V2r2 


A)4356m 


B)305m  C)346m 
D)36.4m 


E) 38,4 m 


Problema $): Un avión que está porten 
pai q slcnlicalos erod 
na dai ua dolo de laa 
a ara e nos e 
alejado con ángulo de depresión de 22-30 Cal- 
OS An TADA 
Han on 

mis ejo0 js Dyer 
Problema E): Una persona de aura me- 
tcs denon Cocoa Isi Mia 
ie nara nda Y mas 00 
ad y o para pe con 
np e ioccón e Caida eres 
delas datos long lv. 


A)x»ylga  B)x+ycoiga C)xtga+y 
D)xcolga + y El (x+y) toga 


Problema (Ó: Una persona que se desplaza 
por un camino que forma 307 con la horizontal, 


observa la parte superior de una torre con un 


'ngulo de elevación de 45", luego de subirz /3- 
mm hacia la torre el nuevo ángulo de elevación 
mide 60” Hallar la altura de la torre. 


Aim B)2V3m c)/3m 
D)3Y3 m EJ2m 
Problema (): Una persona observa alnorte 


de ella y con un ángulo de elevación de 45" la 
¡Cima de una montana. Otra persona situada 30. 
¡metros al sur de la primera observa la cima de 
la misma montaña con un ángulo de elevación 
de 30". Determinar usted la altura de la monta» 
ña 


Ay 15/3 m B) 30/3 m 

0) 20(/3+1) m D) 15(/3+1) m 
E) 30 V3=1) m 

Problema Una persona se encuentra 


entre 2 edílios “A” y "B", cuando está a "y" 
metros de 8" observa la parle más alía de este 
con un ángulo de elevación de 40' y la del olro 
¡con un ángulo de 30”. Pero cuando se encuen- 
ira a "x' metros de “A” observa la parle más 
alta de este con un ángulo de elevación de 70". 
¿Con qué ángulo de elevación observa la parte 
más ata de 


NS 
sel 2 las | A 


HL Matemática 18 a 
10.3 RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


La resolución de un triángulo de este tipo exige conocer tres de sus elementos (puede ser 
doslados y un ángulo treslados, un lado y dos ángulos). Siguiendo las mismas normas que 
'enlos triángulos rectángulos estableceremos primero unas [órmulas que relacionan los ele- 
mentos de un triángulo, de los cuales se deducen en cada caso las. fórmulas necesarias 
para resolver el triángulo. 


103.1 LEY DE SENOS (LEY DE BRIGGS) 


“En todo triángulo los lados son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos y la 
constante de proporcionalidad es el diámetro de la circunferencia que circunscribe a d+ 
cho triángulo” 


Sea ABC un triángulo rectángulo cualquiera, 
trazamos su altura BH, 


-Enel ZLAHB: sen A 


BH=csenA (0 
-Enel BHO: sen O = 


BH =a sen C ..(2) 


Igualamos las expresiones (2) y (1): | a sen C=csen A 


Donde: E 0 
sen A sen O 


Análogamente trazando la altura desde el vértice "A", se obtiene: 


Enel Dx AMB: senb = 42M > [AM=csenB] (9) 
B 


Manuel Pavcñas Haguicic BD 


«Enel AMC: sen C - AM 
b 


AM=bsenC (4) 


Igualamos las expresiones (3) y (4): 


bsenC=csenB 


a € b 


sen A senC  senB 


1032. LEY DELOS COSENOS (LEY DE CARNOT) 


“En todo triángulo, el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los 
tros dos menos el doble producto de estos lados por el coseno del ángulo que forman”. 


b*+e* -2bc cos A 


? sc? zac cos B mb. 
Demostración: 
¡Consideramos un triángulo acutángulo (Figura 1) y otro oblisangulo (Figura 2) Construya 
"mos sus alas BH 
B 
Ñ € 


FL Mutemácica E SL 


-Sielénguio“A' es agudo, sabemos por geometria plana que: — ERA Zom 1 


yaieanguotar esctaro > [RETETZ..c 
Dela figura (1): Endl Ds AMB: cos A == m=ccsA, ..(3) 
Dela figura (2): EnellS BHA: cos BHA = 


- cos A = 


Reemplazamos (3) en (1) resultando: —— | a8= 
y reemplazamos (4) en (2), resultando: 
A) 


¡Como se observará (5) y (5) son idénticos, llegando a la conclusión de que cualquiera sea el 
“ángulo *A* (agudo y obtuso) la ley de cosenos se cumple. 


103.3. LEY DE LASTANGENTES: 
Entodo triángulo la suma de dos lados es a su diferencia como!a tangente de la semisuma. 


delos ángulos opuestos a dichos lados es proporcional ala tangente de ta semtiterencia 
de los mismos ángulos. 


Por ley de senos; se tiene que: 


"ransiormamos a producto al numerador 
y denominador de la Iracción del segun- 
do miembro, obteniendo: 


JE Panecl Qoseñas HaguichcÉ 
a 
Ñ e) 
o) > a] 
es pipas lá 
Hed Ens 


(ES) El a] 
Para su mejor comprensión resolvermos algunos ejemplos, veamos: 


Ejemplo ¿Dado un triángulo AB, reducirla siguiente expresión e-(2 2)» w(A Se] 


al 


== 
A 


Reemplazamos el valor de expresión (1) en la expresión “E”: 


ES 
[ae 
E= 


to 


E A 


De a5c; saven que: Ay BÉ 1007 
AR lA 

Donáe. Re B=(00-Ó) 

Otros ene 210 dos nin: 


2.8 q 
£+C_100-B 7 22.002) 
2 2 2 2 


HL Uatemácica El a — A] 


Tomamos la función "19" a ambos miembros: 


Ejemplo 2 : Dado un Inángulo ABC; reducir la siguiente expresión: 
2 A 
o > (252) 1 conos (8):58-2-4 
bee 2 


A)cosecA — B)cosA C)secA  D)2secA  ElseczA 


(5) 


2) 


Resolución: 


Por la ley de las tangentes: 27) 


Tomamos la lución 1” a ambos MeMBros: 
Por Corazón: 
pt 28). soso -2) 


> Peje] 


Reemplazamos (1) en (); 


¡S RESUELTOS SOBRE 
RESOLUCION DE TMÁNGULOS OBLICUANGULOS 


Problema Y) : Ena igura mostrada, hallar“ 


Resolución: 


Pero: son 59 E sen 30 1 
> Px-20 
7 
10% = 8x8 28 SA 


Problema $) : En un triángulo ABC, se llene: a=8 ; 


resolución: 
EN 
Poria ley de senos >. 
Donde: 
sena = E sonar 
s 
sen A 2(3 Aa 
ss)" 25 


El valor de “sen A”, hallado lo llevamos a un triángulo, veamos: 
- Por el teorema de Pitágoras: 

A 28-24? 

»=625-576=49 => x =v09 

x =27 — (Sólo tomamos el valor positivo) 


a 2 
7 


Luego: A Bpta. 


Problema E) :Entránguio ABC: SMA t OB - SEO Esa: 
a+ a 
Resolución: 


Porley de senos: 


Donde: a=2rsenA 
b=2senB 
c=21senC 


Reemplezando los valores hallados en la expresión inicial: 


sen A+ sen seno 
+0] neta. 
Seo ES pros 


Problema $) : En un triángulo sus lados son:8; 1/73 y 9:halar el coseno del ángulo opuesto 
av7a 

Resolución: 

Aplicamos ley de cosenos, obtenemos que: 


ao có 2b0 cos A 


Lao: (5) izo a cor 


73 = 814 64-194 cos A => 144 008 A = 72 


qe FEA S 
cosa ena 


k - 2b0 cos A + 20 cos B + 200 cos C 


Problema $) : Reducila siguiente expresión: zac 
ateo 


Resolución: 

Porley de cosenos: 

D Pre abc A 
2bccosA=( + ca) 

M Par+e-zaccosB 
2accos B=(8*+c%-1%) 

li 2=0?+ 2203008 C 
2ba00s C=(0+2*-c) 


HL Matemacca El as 


Luego, reemplazamos los valores hallados en "K* 
(reo) a (arre) (Pra) oo 


PETT ata” 
ateo ateo 


k- 


Kai 


Problema $) : Dos lados y el ángulo comprendido de un paralelogramo miden 40 cm; 60 cm y 
60" respeciivamente, Hallar la longutud de su diagonal mayor 


ángulo y menor lado se opone menor ángulo. 


-En el 2%. ADO: Por ley de cosenos: 
x7 (60) + (40) -2 (60) (40) cos 120" 


xÍ = 3 600 + 1600 — 2 (2 400) (-cos 60*) 


5200 + 212 00 (+) >= 760 


x= WT 600 > x= Vox 10 > x= 209 = 28717 em] 


eritema atienda ol loa al Bcn 
a a ba ade or RS 


Resolución: 


se = 
35Kg bs Ass 


E Danuet Covcñas Vsguiche É 
- En el triángulo achurado, aplicamos ley de cosenos;: 

Apt al apa cos 1240 

A? (42)? + (95)? — 2 (42) (35) x [cos (180* — 56")] 


AT (42) + (35)” — 2 (42) (35) x [cos (-56)"] 


A? = 1764 4 1225 + 2 940 » (0,559 1) 


A 0 6090871 => AS fa God > 2 | 


Luego, calculamos el ángulo que forma la resultante (A) con a luerza mayor o ses "E" 
Por ley de senos: 
66.006 3 Kg _ 35K5 
sen 12 ep 
35 (sen 124' 
ss, 006 3 
35 (0,829 087 5) 
68, 066 3 
sen $ = 04262008 = 0 2518] Mita. 


sen Bo 


sen pa 


39 


TALLER DE k 
_ PROBLEMAS N*(31) : 


Probiama fl: En un rán ASC¿30 devo 


A || ques yB= 59" Hallar: "cos C* 


a 


pta [x= 10 


Problema (2: En untángulo ABC; se tiene 
que:2 =24;b=12y A=30". Hallar: "tg B" |! 


:En un triángulo ABC; se tiene 


Resolución: 1 


1] 


pta 0,2581 | Apta. [1,1704 


Pianuct Coveñas Haguiche P 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS 


saver 1 


Ejercito $) + 
ABC, so0 4=7 ¡b=5y 0 


sen As sen C 
sen C— sen B 


E 


AYTO BIZ C)13 DJ1S 


E)16 


Ejercicio () : En un triángulo se tiene por la- 
65, 7y 3 Hallar el coseno del menor ánguo. 


A)O73 B)0.63 C)0.89 D)078 EJNA 
Ejercicio $): En un 8 ABC: simpliica: 


dl arbie 
sen A + sen B + sen O 


Bar EJNA 


AJr Cjar jar 


serio. q) E ind e door 
SO y lar elargul opuesto 50 
A)96" B)69 C)72 


D)68" EJas" 


Ejercicto () : 


talar el equivalente de: 
M= (a cosB + b cos A) (ccos A+ a cos C) 


AJbc Bjca Cjab Dt EJ 


Ejercicio () : Dos lados yla diagonal mayor 


de un paralelogramo miden; 12 m; 8 m y 7 m 
Hallar la longitud de su diagonal menor. 


A) 16m B) 11m C)1Sm D) 14m EJ9m 


Ejercicio $): Dos fuerzas de 23 Kg y 36 Kg. 
actuan sobre un cuerpo si sus drecones lor. 
man un ángulo de 62”. Hallar su resultante y e 
“ángulo que lorma con la fuerza menor 


A)51,041 Kg y 39 B)51.410Kgy30,5" 
C)53,041 Kg y 35.8" D) 51,041 Kg y 38,5" 
EJNA. 


Ejercicio. () : Sotre un cbjeto actuan dos 
fuerzas de 215 Kg y 115 KÓ, que dene por ro- 
Sutante 275 Kg, Haller el ángulo que foma la 
resamamte yla Terza mayor 

A)37" B)30" Cj24  D)23" Ej60" 
Ejercicio €) : Dela gura Halar BO donde 
AB=00=óm 


A) 10m De 
B)8m 
c)5m 
D)7m 
10 2 
- Cc 
Ea A > 
¡Clave de Respuestas 
1.C0| 28| 3D | 4B| SA 
s8| 70| aD| 9. 


y > 


Prctima. $) + En un Inérgut AB; cs 
seso boretedianeta(se Spa 
¿e lag rea lato AE eno lama 
iia que ose Hor “on O" 


NIVEL a 


HL Matematica 8] 
Problema É) : En un triángulo ABC: se tiene 
que: = Sa y que el ánguo e = 60. Hala 


7) == B) gs e) ala 
Dada E Ya 


Problema () : En un triángulo ABC; simpli- 
car: 
M= SMA+sNB, ca 
senB+senC bre 


m2 8 cia pre EJS 
Problema () : Dado und ABC, reducirla si 


guiente expresión: 
+b 2 


(2 2)x 1025: 24-% 


A) 2 cosec € B)2 cos C . cosec? O 
C)2 cos" C . cosec C D)25enC. sect O. 
E)senC . cosec* C 


Problema () : En ela ABC, se cumple 


vbe cos A + 1; Hallar el valor del 


Problema (): En lau: 
Em: Mesina de L>. ARO 
AN: Meana del ABM 
Halar"os 0 


aa tl 
dí M 
2 1 
7 > 
Y ys 


az Ar, 


Problema Ú) : Dado un triangulo ABC; reducir 
la siguiente expresión: 


b ca 
R-..=e eel 
Ena) 

A od 
na dd ¡Syiseo; >: 
0 son A E) cos A 


Probiema (): En una AB 


implicar: 


np £tb-Olb+b+o 


1 cos O 
A)ab B)2ab C)2a  D)2b Ej2c 
Problema () : Enta figura 
B 
A e 


El Panacl Covcñas Haguicte? 


10.4 CALCULAR SEMIÁNGULOS EN FUNCIÓN DE LOS LADOS Y DEL SEMIPERÍMETRO 
DE UNTRIÁNGULO. 


EomwuLas or enicos]| 


Estas férmulas relacionan las Funciones Trigonométricas de la mitad de los ángulos de 
un triángulo con los lados de dichos triángulos. 


104.1. Dado un A ABC. Expresar: Cos de en función delos lados (a, b y c) y el semiperimetro (p) 
Resolución: 


- En el A ABC; Por la ley de cosenos se tiene: 


ao ooo A 


Donde; cos A = 


14005 A = 
5 
20 A. 
2 
200 A 
2 
200 A 
2 
Sabemos que: — 2p=a+b+c (2) ¡ Perímetio=P 
De donde: 2p-a=bre (0) Somiperimetro =p 
Reemplazando (2) y (3) en (1): Luego: Perímetro =2p 
Xde lados =2p 
2004 - PPl8p=2-.) a. t a c=2p 


A 
2 ES 
A, P2p- 28, 
2 


2-2) 


bo 


200" A 
2 


(sólo se tomará el valor posilivo) 


EL Matemática 8] E 


es cnt - pea CN EN 0aS - Peza 
2 bo 2 ac 2 ab 
104.2 Dadoun A ABC; Espresar: send :en función de loslados (a,b.c) y el semiperí- 
meto (o) 
Resolución: 


- En ela ABC; Porlaley de Cosenos, se tiene: 


=bi +0 - 2bocosA 


Donde: 
cos A  mulliicamos por *-1* a ambos miembros: 
E 
(En cos A = 4 Jl PE ] 
—005 A = 
1008 A = 


cHa-b+c 
EN 


2A_frb-dl6rc-0 
2 ES 


Pero: a+b+e=2p (2 


arb=zp-e (3) 
arc=2p-b (4) 


EN Vancel Goseñas Haguide E 
Reemplazando (3) y (4) en (1): 


6-DP- 
bo 


+ [L2e-0 sólo se tomará el valor positivo) 
be 


Resolución: 


7 a ON CELTEE a. fea 
que: a 53 Mm 2 bo (2) 


Dividimos miembro a miembro (1) : (2); obteniendo: 


EL Matemática US ES 


Ejemplo 1 : Dado un 4 ABC; cuyos lados miden 6, E y 10 metros respectivamente. 


Calcular: sen A y cos 
2 


-En primer lugar, calculamos el semperimelro dela ABC. 


Perímetro A ABC 

2 
_Arbro_S+8410 
2 


Semiperimetro a ABC = 


Luego, calculamos, 


Porfórmula: 


Ejemplo 13) : Dado un 4 ABC; Reducir la siguiente expresión: M = a cos” ES + b cos” 


Resolución: 


E 


-Del A ABC, se tiene que: 


Pero: 2p=a+b+o 


Reemplazando (4) en (3): 


L- Lasupericio de todo triángulo es igual al semiproducto de dos de sus lados por el Seno del 
ángulo comprendido entre elos. 


Donde: BH=c.senA (2 


Reemplazando (2) en (1): S = LEMA 


Feemplazando (2/en (15 = LE (2) >. s= “el (cómo) 


k | s PE sen A 
sis.» (0 


-Pordngulo mad: — son'A = 2 sen E cos 


Puemplazado (Mentor 5 = Le (2 sen 2.0002) 


-Delas fórmulas de Briggs. 


(fp - b) (pa 


senA 
2 .o 


Reemplazando ol valor de estas fórmulas en (4 


Po ( CONTE] | 
bo .e 


POE] ¡CRTETE 
e P IAEA 


(tc) % 


S ===: (Fórmula) 


Ejemplo/1: En un triángulo ABC, el ánguloÁ mide 60". Hallar su área si se ene que 


Panel Coveñas Haquicho?. 


-Porley de Cosenos: a? = b? 40” 200 cos 60* 


0 00m (1) 


a cio 


Reemplazando (1) en (l): 1% +c*+2b0 = b7+c" bora 
de=4 > bel mm 
Luego, calculamos el área del triángulo ABC: 


área A ABC = ACA AB son 60 


Ejemplo 2 : Entafigura mostrada: Halr el 
valor del área del triángulo ABC. 


si AB=12. 
Además: O" es el centro del círculo. 
Resolución: 


- Todo Aínscrito en medio circulo es un trián- 
guo rectángulo; en el A ABC (8 =90) 


Porley de Senos: 


sen 90 


Rroorrarm=aa Rerarmo As) 


Luego: área A ABC pa sen'A 


+ Por el Teorema de Pitágoras: 
BC? + AB? O. AC? 


50 + (20 


2 400. 144 256 


EC = V256 = BC =16 


Luego; Aplicamos la Fórmula: [S = 


Roemplazando valores en está fórmula, obtenemos: 


PES ES TRTERES 
4:30 


Otra Forma: 
Aplicando la fórmula: área 4 ABC = xlp (p — 2) (0 — B) (p — e) 


E ¿AHbEe y po 20 2 Egon 
ero: » 2 P z Pp | 


=16x2x3=964 =::S=864% Apta. 


Reemplazando valores en la fórmula, cbtenemos: 


Panel (oveñas Haquicho 


área A ABC = [24 (24 — 16) (24 — 20) (24 - 12) 
área A ABC = 24 (8) (8) (12) = (12 21 0 412 


E 
Observación: Este problema se ha resuelto de estas 3 formas pues con la intención es de daros 
¿cuenta como se aplican las fórmulas estudiadas 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
FÓRMULAS DE TRIÁNGULOS 
UI vv. + AOS mo[po cord ae so"2), 
Ú : Dado un triángulo ABC, sus | AJa-b Brarb  Chawc 
loa mien, 12) 13 mrespatromeas. + | Blanc EJab 
Problema $): En la figura mostrada; hallar el 


área del triángulo AEC, sí: AB = BC. 


Problema Dado un ABC, educ la 
siguiente expresión: 


* Bye 
Rar. 3.2 
AJR=a B)A=b  CjA=c es 
D)A=p EJA=2p Hs 


Problema €) : Dado un triángulo ABC; Redu- 
la siguiente expresión: 


Problema (3 : En la figura mostrada. Halar el 
área del triángulo AOB, si: AB = 60 m;"O" es el 
¡centro del circulo. 


10.5 RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 


Resolver un triángulo es dar 3 elementos panojpales uno de ellos por lo menos es el lado 


Hallar los demas elementos. 


La ley de Senos, y la ley de Cosenos es lo mas usual para estos problemas. 


Problema 1. : Qué tiempo emplea en descender por el plano inclinado el observador de la 


figura mostrada 


H sen (90"-a) cos (a-0) 


v 
H cos (90-00) sec(a-0) 


v 


TS 


Br 
H 

€)1= Hcosa- coseo (1-0) 

11 eos a coses (a-0) 


H 
NEL (0-a) 
D)t= (sena cosec(8-a) 


E 1 Eon a sec (u-8) 


-En el A RPO: Por la ley de Senos; se llene: 


H e 


sen (0) — sen (90'-a) 


poza Manuel Poucñas Haguicie” 


o HSM mo pPorco-Razón: sen (90 - a) = cosa 
sen (a — 0) 


o - Hesa q 


sen (a - e) 


Reemplazando (1) en (): 


(eses) 
MET) E | 


ñ v V-sen(a— 6)  V sen (a — 6) 


t= E cosas cose (1 6) Bpta.C 


Problema '2 ; Desde el punto “A” dela base de una montaña se observa su Cima con un 
ángulo de 45”, lvego se avanza hacia la montaña 1200 metros por una pendiente de 30? y 
se observa nuevamente la Cima con un ángulo de 75". Calcular la altura de la montaña. 


A) 1.400 m B)1200m  C)1500mM  D)1000m  EjG00m 


- Enel a ABC: Porley de Senos: 


Reemplazando (1) en (1. 


HVz 1200 500 45" 
sen 30" 


H=120m  Apta.B 


FC Matemática 8] al 


Problemal'3' : Hallar el perimetro del Inángulo ABC 


A) 105/8. B) 165/14 C) 115/14 
D) 125/14 E) 185/14 


Resolución: 
Porla "ley de Cosenos”, se tiene que: 


at 


+AC? -2ABxACxcOS A 


Donde 

(5 cos e)” = (3 008 6)” + (7 cos 6)” —- 2 (3 cos 6) (7 cos 6) cos 8 

5 od sor O cos 0. Simplicamos "costa" 
2515 94 49420050 = 42 cos0 = 58-25 = 420050 = 39 


cost Bos coso 1 
32 .) 


Luego: — Perímetro del A ABC = Suma de sus tres tados 
Perímetro del A ABC = AB + BC + AC =3 cosU+ 5 cos 847 cos 0 


Perimetro del A ABC = 15 cos 8. 


Perimetro del a ABC = 15% 11 = 165 
1414 


105 peo 


1 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
RESOLUCION DE TRIÁNGULOS 
O vive. : 


protiemo €): Enta ura, catala Usar 
sen 37" =0,6) 


Perímetro del A ABC 


" 


AJE B)7 cjo  DpYS Ej3wS 


¡Sabiendo que: tg 0 =2/5, Halle 
el valor de %%" en a figura mostrada: 


AJIS B)53 C)69 D)9 EJ89 


Problema (): En un triángulo equiátero ABC; 
setamanlo puntos P y Q en BC de tol manera. 


¡que BP = PO= QC Calcular. cos FAQ (AB=6) 
ay1ga B)145 — C)179 
D)16/18 EJNA 


Prtiona EKG cerda alar: 
E 


LEI 201 


ico E 16 

Capitato Junesones 

| URIGONOMÉTRICAS: 
11) INVERSAS 


¡Son aquellas relaciones que se logran con los datos: Valor Natural y Función Circular 


ES | 


[SMBOLOGÍA:| Existen 2 tormes de abreviaturas matemáticas para una función circular 
"versa. Francesa e Inglesa 


bre cos £ = aro cos 018 —> Hora an 
2) cou=tmo- 3 
5 Cos” É = cos%o0 > —> [Mepersaicón oi 
aro Sec 3 are Seo 15 —> percibe 
br sep=2 =p- A : d 
2 sec” Sec" 15 —> Representación Inglesa ) 
Observación: 
La espresión: 8 = Cos 'N: signifi >. 1 
E Cost d 
«o función inversa del Coseno y No: e 
o” Pención inversa Ñ 
A + Cos* 1 2 sec £ (No confundir) 
algebraica, | A 


E anuel Coveñas Haguiche E 
SUGERENCIAS PARA RESOLVER PROBLEMAS CON FUNCIONES INVERSAS: 


)_ Esconveniente aplicar este capitulo cuando el valor natural no es notable. 
1 Los problemas los podemos resolver por? procedimientos: 


a) Contórmulas o identidades del presente capitulo. 
B)_ Por cambio de vanatie, con este procedimiento un problema se iden con algún 
capítulo tratado anteriormente. 


Fórmula Importante: Sea: — Sena =N:porinversas se obliene: 
a=arcSenNó arc SenN=a 


Tomamos "Sen" a ambos miembro: Sen (arc Sen N) = Sen a 


Generalizando: —— FT.(arc.FTN)=Sena | 
y j 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS. 


Ejercicio $): Calcularios valores de: — a) Cog (ue Sen (*)) 
Fosolución: 


Hacemos que: arc Sen (2)=0 = | sen a (Gratcamos en nl) 


, a [catan nun 


Hacemos que; arc cos (--) = 0 —onco o reao,60) 


Gralicamos el valor de "Cost en el O, 


:A sen e = 1 
Lis 
Son cos UN PA 
dz 


8) Cosec (are Cora (V3)) 


Resolución: 
Hacemos que: arc Cotg (-43) = y = =Y3=Colg Y (Ye al0,60) 


Gralicamos el valor de “Cotg y en el, 


Cola y =-v3 


Coses are coto (43) » =2 | pta 


Ejercicio f): Sen (2arc Sen x) es idéntico a: 


1] —Psnacl Povcñas Vaquictc 


E A E 


Resolución: 
Enta expresión: Sen (2 aro Son ») = Sen a 
a a, 
Hacemos que: ZacSenx=a > a Sex Ls x= Sen E (Salmos 
2 2 enunl) 
Sent 
2 
Cos 2 - 


Luego: Sena 


Sen a = 


: Sen (2arc Sen x) = 2x Y ] Apta. A 


me pl) 


miDE ma CA E 
E E E 7 
resolución: 


Hacemos que se son (2) - a seal 


Luego la expresión dada, se transtorma. 


Elvalor de "Sen a lo graficamos en un Ly 
sena = 2 2 
3 


Sal 


Cos a = 


DL Masemitica MÍ 


Aeemplazamos (1) en (1) 


falar asko arc lg x= arc Cos Al 
y 2 a 

ay iz B) V7 at E ei 
de ) de ms ) 


Resolución: 


Delaexpresión: arc 19 x= arc Cos (2): racemos que casamiento seaigua a 


Luego | pactox=a =/x= ga lo ae cos (2) - a + 3 cora 


¡Graficando el valor de “Cos a” en un Ls; obtenemos: 


Cos a - 2 > Cateto Adyacente 
4 > Hipotenusa 


Por el Teorema de Piiágoras: 


añ añ yA 
a ss 46 
Resolución: 


Dela expresión dada, es recomendable empezar a trabajar de lo último hacia adelante, veamos: 


PB ————7>—arl arias Magic 


E - Sen fue Cog [s come» a cs) 


hacemos que: arc Cos E =a> E (Cos ex (Lo graficamos en unlx y 
Por el Tacrema de Pitágoras: 
3 
z Donde: — Coseca » 


Reemplazamos el valor de "Cosec a en la expresión “E. 


4 
E = Sen farc Cog [5xL|) = E = Sen aro ca 
f-o=[-2] El 
P 
Hacemos que: are Cog =D > reos BÚ(Logralicamos en un Ds ) 
Por el Teorema de Piágoras: y" = 15" +45)? 
y == 
as y 20 > ya 120] 
EE, Z 
E Donde Sen y + E ¿E ¿cionado ana 


¡ 
sí Ys demo Ysmlsnas as MECO | 0 
vaso V200 230 46 


Reemplazamos (1) en (1): 


Ecolof): Baras: Emcorgrrarcaga; es 
no sis 9 oe ea 
solución 


+ arccolgx, hacemos E= asp ” 


B 


Luego: > arcigx=a + [009] li arccolgx=p 


Do tas expresiones () y (), obtenemos que: Ign=cogP = (1+P=90% ...1 


Reemplazamos (Mjen (1; e E-90 Apta. C 


Ejercicio $): ¿A qué esigual?: K = 2 are vol Sen 2 ac 10 2) 
aus LS Ses oo eo 
Fesotución: 
Empezamos atajar de o úlimo hacia adelate vesmos: 

Ko 20 l- Sen (2 ac 1 8) o 


a 


DS E la = taso=ga = la 


osmplazamós 0lveler de" en; 
K = 2 arc 19 [2 Sen (2x30)) = 2 are sl? (£) 


K= 2001043) 0 


P 


IS 


Roemplazamos el valor de "/" en (I)- K=2160 


K=120* | Apta, E 


Ejercicio (): Calcular E — Sen[2 arc tg quae to E) 


ms Danacl Povcñas NHaquichcÉ 
ayu B)V2/2 0312 Dojo En 
Resolución: 


Hacemos los siguientes cambios de variables, veamos: 


E 


Sen 2 ac 19 Ear o E) 0 


a P 
. A pap - UN 
Donde arta ima [jun al Doa 


Reemplazamos valores. hallados en (1): 


E= Sen (20) 
E = Sen 2a Cos $ - Cos 2a . Sen $ 


E=(2SenaCos a) Cosp-(1-2Senta).SenP — 0 


Los valores de 19 a=Ly a Ba los gralicamos enunls. 


Reemplazamos valores en (1), obtenemos: 


E Pa 


E 


E-= 


A E 


NE p 25 ai o E 
5 5 4 a 


ln 


FL Matematica Bl 


Resolución: 


Hacemos el siguiente cambio de variable: 


elec) lg) 


, 
Dota anprenlóre ro co (-3)-0 - -Í2cag a) (ue 10,00) 
+ Ubcanos “et óndlO, 
Calculamos "x" por el Teorema de Pitágoras. 
de. arar 
*=5 


Siendo: | Sen a=1 
5 


Ye ye Y5 /5. 
ae DES o má CES 
Resolución: 
de 


Llamamos a: are 19 


Loa 7 PAN 
2 2 Y 


Panel Coveñas Haguiehe 2 


Por el Teorema de Pitágoras: 


Ae 


Siendo: Cos a= a 0 


Ye * 


Reomplazamos (1) en la expresión "E": 


cepmlilass] 


E (ea sm [1(2) EE) ele ne so 
P 
e sen (¿)- P = [PES coiconos enim A) 


1 


De la espresión (M), obtenemos: — E = 19 (28) = 29D q) 


10D 
dz) 12 
Femplazomos (Men gy Em M5L YE E - 
d g 
(e) > 
Ejeriio ff): Calcular A ces» arc Sen 8) 
E PES mE ab 
E 27 27 E 
Resolución: 


Por el Teorema de Pitágoras: 


das 


Siendo: Cos a=2-45 an 
33 


órmuta de arco triple, obtenemos: 
¡R= 4 Costa-3Cosa (1) 


Reemplazamos (1 en (1): 


Dela csi “e dimnenos: n/d cola l e [e- (2 se en E 


[ 
l 
Reemplazamos (II en (II); R = coo | 
( 


Hacemos que: arctg (£) = Bo ¡Esto 8 (Grafcamos enun La) 


Por el Teorema de Pitágoras: 


Y 
Siendo: Cosp = 15 = ¡cos p=25| ...(v) 
CS 4) 
8 Dela expresión (IV). obtenemos: 


15 


Reemplazamos (V) en (VA = 


PE 


A 


ajo Bi CE] D)2 E) V3/3 
Resolución: 
Hacemos que: D arg3=a > ¡I=pa 


Do arg2=p > 20h 
ii arcigi=0 >  |1=t98 


EL Matemática a] 


Dela expresión: x= arc 1g 3 + arc1g 2 + arc lg 1; obtenemos: x=a+P+8 


Donde: x-a=f+0;tomamos "tg" a ambos miembros tg (xa) =19 (B 48) 


ga. Ob + 190: roomplazamos valores, obtenemos: 
Ttetgx  lga  1-tgH-tg0 


ta 2 
Pax 21 
9x3 _ 3 


=> 3-lgx = 3+0lg x 
O = 10tgx wm 2 19x=0] AptaA 


1+31gx 


Ejercicio ($ : Sabiendo que: a =are ca [2 Sen (ue Cos 3) 


Senza , 2Cosa 


Calcula: Va 
2 Sena Cos Za 
y 9 vá a E PEA yal 
3 2 2 2 
Resolución: 


Enta expresión: a=arc coto [2 Sen (ne Cos y) 17) 
ñ 


Hacemos: 1 Cos L=p =|1=co8 
ss: ar E PEO 


7 
y 


(Graficamos en un Ls). 


Por el Teorema de Pitágoras: 
a a 


Reemplazamos (1) en(): a = are Cotg Ps) 


a = ar Cog J3 = V3=Cog a 
Cotg 30" = Coaga == / fazao: 


Reemplazamos el valor de “a” en la expresión "V" 


» E) 


el 


y 
Resolución: 


ad [a A 


1 1 1 1 
M= arc tg Lyare tg Lear to Lyaro 19 2 
are 19 Grao la paro da ao da 


E) 


Mare «Epa 19 0) ; nuevamente aplicamos la fórmula anterior 


4,3 
M= arc tg [21] aro 9 (0) 


FL Hacenacion 8 n] 
TALLE S 
EJERCICIOS N* (32) 


Ejercicio M4) : Calcular: [ 


Sec (arc 19 2/5) cosec (arc coto 5/2) 


Resolución: H 


ota. 1 = SiO 


Ejercicio (8: Cos (2-arc sen 2x) es equiva- 
tente a: 


Resolución: 


ciones es verdadera 


A) arc lg (9/4) = 53* 


il 
Ejerciclo 21: ¿Cuál delas siguientes afirma. | 
¡ 
| 
| 


09 ac cos (1872) - ac 0465) 
re ta (4/3) = 0 


are sen (18/9) 


ES arc cosec (5/2) = 1/6 aro sen (2/5) 


6) a sen(4/5 
0) a cos (13) 


Ejercito 14]: Calcuar. 


¡cmpi=(5g3I] 


Res: 


| 


E viven, 1 


Ejercicio Y) : Cuál o cuáles son correctas: 
Lo arctg(1)=45" 


maes) «s 
M. arc sec (2) = 60 


1. seco (2r(5) 


Aya B)L My iv CjHyiv 
Da E) Todas 
Ejercicio £): Rieduar 
Lac «[£) + arc 0 (0 
a 2 


AJO B)1/a C)1B D)-1 EJ 
Ejercicio(): Calcular: 
A = ar cosec pe arc cotg (5) 
3 
AJG0" B)30" Chas" Dj37 EJS9 


Ejercicio € : Elvio e 
19 X + arc Coty X, es: 
C)90"  D)180" E) 360" 


ao 
Ejercicio €): ¿A qué es igual? 
K=2a1c so? son (2 arc 19 v813)] 


B)as" 


APIS? BJ3O" Chas" D)B0" EJ120" 
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PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Ejercicio () : Hala el valor de: 
2 uc an Vos) seu oo) 


4 cos (a 02) 


A)S/A B)S/Z C)16 D)SI6 EJY2 


Ejercicio f) : Indicar cuáles de tas siguientes 
alirmaciones son verdaderas. 


Late cotgx = arc coses 
Ml. sec(arcsen0,6)=1,20 


Ss 
de ES Sa ac]oso sos 


A) Ly BJIYMEJ DI EJ 
Ejercicio () : Marque lo incorecto: 

A) sen (arc sent/2) = 1/2 

B) cos (are 19 Y3)=1/2 

€) cotg (are 19 1/43) = /3/3 

D) aro cg (M+are 19 (43) = 

E) arc 19 (3) - arc 19 (2) = 8" 


Ejercicio (): st 


lola) 
calls) 


BJA+B=0  C)A=B 


EJA+B= 


HL Matemácica 


Ejercicio ($): Calcular: 
O 


Las 


a D/s Er 


2A| 30 
rol ac 


sE 
10. 


del 


0] 


sn .e 


EA mava. 1 RES 
Ejercicio $): Calcular 


we E ue) 


E 
Apr B)w3 Cp D)Í% Ex 
Ejercicio $: A qué esigua! 


Ya 


Barc tg ae 19 


Ya 


2a 51 gár 
Aus ón ce op on y 


Ejorcicio $): Cata 


emu e onu ue 2) 
55 
ña a y tela 
a Un B) c) 


Ejercicio () : Sabiendo que: 
in =sen 207 sen 40" sec 50" sec 70* sec 60" 
Calcular 


vanas [loa] oo se 


Aya 


Bpría CI" Dpri2 EJmiz 
Ejercicio (): Calcuar: 

ton 2 re 1 [cos (2 ac 1 45)] 
a) 
Ejercicio $) : Calcular: 
Actg (3 ar 19 [2019 (2 ae 9 43)]) 


B)-12/13 C)4/13 D)3/4  E)-9/13 


B) /a/a c) /3/2 0) Ya 
Ejerciolo $): 
a = (13) + (9+(343) 


2x py 255 g 97a 
2 pyór o 9Sr gy 97a 
180 4 A 3 a 180 5 180 


m1 Eyr2 


= are lg (3); Calcular 


2. 
en 


== 


Sal 


6B| za 
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Un método clásico para la determinación de grandes distancias consiste en. 
fotografiar la estrella cuando la Tierra está en un punto cualquicra T de su órbita y 
se determina el ángulo A con un instrumento adecuado (teodolito). Se esperan seis 
meses hasta que la Tica llega al punto T y se determina el ángulo A'. La distancia. 
TT es el diámetro de la órbuta terrestre y es conocido (300 millones de Kilóme- 
1108). 


Para poder calcular la distancia ET necesitamos aprender un poco más de 
trigonomería. 


El seodolito es un instrumento que 
slizan los agrimensores para me- 
dr los ángulos sobre un terreno. 


Está compuesto de un círculo hori 
zontol y un semicírculo vertical, 
ambos graduados y con anteojos. 
para medir ángulos en sus planos 
respectivos 
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12.11 FACTORIAL DE UN NÚMERO: 


Se denomina factorial de un número entero y positivo al producto indicado desde la unidad 
“en lorma consecutiva, hasta el número dado. Al factorial de un número se puede representar 
por cualquiera de los dos símbolos: 1. 6 L- 


Si el número es "n*, su factorial se representa por: 


Se lee: factorial del número “n* 6 *n' tectorial | 


Por delinición: == 
Ml 1x2 3x4, xn 
mel 


(nn 2) (m3) 21 


Ejemplos: all =1x2=2 
D=ÍL =1%2x3=6 
Al 1230424 
SI= IE =1%2x34X5= 120 
BLE =1X2xIX4X5X6=720 
T=IL =1x2xX3X4X5xX6X7=5040 


2 


SIS ¡tectonaldes > (Slexiste) 


(3 = La factorial de (-3) > (Noexiste) 


Add; tactoaldes > (Sferiste) 


; un medio de factorial de 6 — (Siexiste) 


¿actoral de $ > (Noexiste) 


¿tactorial de Y/2. > (Noexisto) 


El factorial de un número puede expresarse en función del factorial de otro número 
menor. 


Ejemplo. Sea: Gl=I5 =1x23x4x5x6 


s=l6 =6l56 


También: 


también: 61 E 120 IGG 
18 =D x4xsx6 me Ga=16 =4x5x6-1L 


Notes que en los tres casos, todos ellos son iguales 36! y a su vez el número contenido en 
elfactonal y los que están fuera de el son sus consecutivos posteriores a él. 


Ejemplo: Escribir 121 en función del | Ejemplo: Escribir 20! en función del factorial 
factorial de 9 de 16 
Resolución: Resolución: 

121=91 10 1112 201= 161% 17 18x 19x20 


EL Matemática Y] 
Ejemplo: Escnbir(x + 5)!en función del | Ejemplo: Escrvic(x-2)! en función del actoral 
tactorial de («+ 2) de(x-4) 
Resolución: 
(+ 20 (4 3) (2 +4) (095) (al = (a (22) 


lO =ot=1] ; y Pordetinición: [LL =11=1 


Lo que implica que no podrá hacerse: [0 = LL —,  0=1porquelosdos conceptos tie- 
nen diferente punto de partida en cuanto a su definición, 


* Demostrar que: 0!= 


Demostración: 
Se sabe que: 


Reemplazando para: 


Esdeci =(n—- 01; — Damosa'r"velorde2, obteninendo: 


4. Deloanterior, sl: 


tor mn Ze o li] ga 


Ejemplo: Darla suma de los postes valores de "x"en: (x- 3)!=1 


Resolución: 


(n= 1)!n y que esta igualdad cumple para todo número entero po- 
Silvo a partir de la unidad. 


Ea Danucl Poscñas Uaquiehe” 


aro > [aaa 


En o 
Et x-3=1 > |a=4 


Ta 
se fon 


sli =28 


Ejemplo: Determine el valor de * 
Resolución: 


Tal como se presenta la igualdad, no es posible el despeje directo de *x”, para ello es reco- 
mendable desdobiar el 24 en factores que sean de forma consecutiva veamos: 


Lal 1x2%9x4 
bio-= 4 
Donde; por comparación de miembros, oblenemos: —x-1=4 + x=441 


< ES 


Recomendaciones: — Enfoctorales ls siguientes nperaciones no se cumplen 


a ) 
Ejemplo: (SEPETE 
se 652 


A SS Y 


120% 8 


MOL nt mt M) (ml mtm 


(4-2) e arar 2 e aa 


62 6x2 


<< 


7207 12 


Ejercicof): Determinar elvator de sabiendo que: M= ¿2y, 

Resolución: 

+ Enrimer lugar asrios 13 en lunció de coil e 
(OO M2 

+ Ensegundo lugar eemplazamos elalorhofado en nr 


da BO Mo 12 19 


o 
de Pero: Tararxexoxa =20) 
ACES TES IS ESTERO 
53 3 
M=5x11x13 e Mo<715| Apta. 


Ejercicio): Determinar el valor de S: sabiendo que: S = at 
Resolución: 
+ Enprimertugar escrbimos 101 en función 6 

SM 0x7x8 
+ En segundo lugar, reemplazamos el valor hallado en *: 


poro A 12 gd 2 


2 + - 523 Japo. 
74 


+ Escribimos el factorial de 12 en función de 101 


12=101x 11112 


Luego: E = MX SI escribimos Sl: en función Y 
Moca 
Ax s US 5 
- ¿E Elapr 
TOPES 35] 
Elec psi ms na 
Resolución: 


+ Escribimos nt en función de (n - 21! 
m2 x (0) 


Luego: qe LAICO, pap) 


O O 


Ejercicio): Calar valor de: P AS 
Amy (61 


Resolución: 
+ Sabemos que: A?- B?=(A + B) (A B) (Diferencia de cuadrados) 


O E 
Mes m- 8) 6 


(o * Y AA Ñ 
(61% 7 + 6) (6x7 - 61 6 
Bon -8 A=0x7x8 
Mai 22) 
pepe pai. sal 5 
ey á) 6 
r- (2-2 Epa - . P=20| Apto 


EL Matemática 1] 
AAA. 
Pra 


Ejpriolo Gh: votar oleo de: E 


Resolución: 
-Esciibimos:(n + 1) en función de: nt, vesmos: — (no M=nt(n+ 1) 
a 1 Minen 
Lo: ED 
z z 2 Eta] 
E PA - Esincd] apta. 
so Ú: a [A 
Ejercicio $): Reducir: das Tí 
Resolución: 


Escribimos ¿ni en función de (n- 1, veamos: ni=(n= O 


Mint _ AD 
Lao > (mm a 


"Ordenando los factores del numerador, obtenemos: 
(nad _ TL 


cs po 

Ejercicio $): Hallar el equivalente de: Q=(n+2)!-(n+1)1 
Resolución: 
Escribimos (n + 2 en lunción de (n + 11, veamos: 

A ESTA Foctorizando: (n +1) 

Ona 4d Otomo] Apta, 

[CCTEES 
Ejercicio E): Rosower'a ecuación: MG Mi a 
Resolución: 
AA+ 

A AE AA 


- También escribimos: (x- 1)L en función de (x - 2), Obteniendo: 


(TA 


ams 7? 


Donde: 0-31 


x+1=0x-3 


EN 


cae 


Ejercicio ff) nesowerta ecuación: 
Resolución 


La expresión del primer miembro, se puede escribir de la siguiente manera: 


ETC 


Donde: ax (3x+1)=42; hacemos que: 3x=A. 
A(A+1)=42 + APRA 
AA a ¡Factorizamos por el método del Aspa 
ties 
A +7 
Luego: (A-6)(A+7)=0| + tgualamos cada factor cero: 


DA-6=0 + A=6 "e Peroinicalmente:A=3x 


ERA | 


Mo AS7=0 + A=7 "e Pero A=0x 


2.7 


a ecuación, sólo cumple cuando x = 2; y no cuendo x == 2, ya que al remplazar dicho 
valor enla ecuación resularia el actoral de un número negativo y eso no exste. 


Ejrciio ff): nesowerin ecuación: U9L+ 6922! - 120 


a 


Resolución. 
Escribimos (x -2)! en función de: (x- 3)!, obteniendo: 


HL Matemática Bl = EN 


ponte tte ES 
AD Aa) 
1) E 
e 120 Pero: 120=12X9X4X5=81 
Donde: (BS porcomparación de miembros: 
325 =  » ÍÑa] mu 


Ejorcicio ff) - Simpllicar: A 


Resolución: 


Para este tipo de problema es necesario hacer cambio de vanable, o sea hacemos que ni! = a 
Roemplazamos este valor en “R', obteniendo: 


R= A > Esta expresión se puede escribir así: 
A Factorzamos en el 
aa [EEE úmerador (a - 1 


Alar 0-a 1.2 9 


Ar peo a RR | Apta. 
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- EJERCICIOS N* ($3) 


TALLER DE 


Ejercicio (1: Evalia cada proposición si 
úuiente y coloca dentro del paréntesis una V 
Ouna F. según la proposición sea verdadera 
ofaica 


A] 
5. 0-4). EOS 
E A e] 
7 Aix 12 e) 
E BRA N=61+ 3. e 


Ejercicio (3: Determinar el valor que re- 


presenta cada expresión: 
y 2 Brote 
20% 259 PESTESTT 
Apta. [9) 42 b)4 


Ejercicio 2): Determinar el valor que repre- 


senta cada expresión siguente 
12 15 

il Yoma 
mer 7 

o ETE 


pta. fy132 6) 105 
.c)79200 d)7/5 


Ejercicio 4: Reducirla siguiente expresión: 


Apta E=n-1 


Ejercicio! 5: Calcular el valor de: 


Ejercicio 7: En la siguiente exprosión: 


S [ E 1) e 
aaa 
hesolución: 
Apta. | A=2 Apta Un=5 
Ejercicio 6: Ejercicio B': Resolver: 
a)  ¿Quévalor tiene *K"? a a 
eS 10 mios a 
resolución: 
b) ¿Qué valortiene *n"?. 
O Itza 
Resolución: 
Reta la) k=S bIn=t Bota xa 
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EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
'FACTORIAL DE UN NÚMERO 


MA ever + 


Ejurilof): Reduir E=tn+21-2(0+19 


Aa BS Cno 
Djnin+ 1 Elan 
n-2x8t 
Ejercicio (Í : ne ¿ab 
ads 
AZ BJ4 CIO DB EJtO 
Ejercicio). Elvalor de: ¡es 
dl 
al om 0031 ena 
A OIGO 
q 
joto) : Etcctuar: 1 — 
a 
aL ae yal 
Qi y re 
n 1 
me mo 
EA] 


Ejericto E): ecucir A > 
pa e + 


An Br Can DJ E 
Ejerctctog): Calar e valor de 
2 
y 
AT BZ 0)3 DJ4 ES 
Ejercicio $): Calcular el valor de *n": 
A 
3 
AZ BJ CJ4  D)5  Ej6 


Ejercicio (): Indicar la solución entera de la 
ecuación: 


Qe Mex + bs 1)! = 5 680 
B)J6  C)4 DS 
STA 
x 3 
C)x=4 


25 EJ2 


Ejercicio): Resor 


AJx=2 
D)x=5 


Ejercicio (Í): simpiicar. E = 


B)x=3 
EJx=6 
mon 
(mima 


m2 a) 021 q) Mt py Mel ey 
mer mea nar O 


j mom 
Ejercioogí: Simpiar n= 111012 
ER. aa 


AJE BI9  C)12 D)24 Ej36 


Ejercicio ($ : Resolver 

[eo]. 
(mar 

AJn=5 B)n=6.C)n=7 D)n=8 Ejn=9 

jercioto ($ - Leo! pera 

to) > nm e 1 

AJX=1 B)x=3 C)x=4 D)x=2 Ejx=5 

Ejercicio Ef): Señate el valor entero postivo 

demi parc 

(0 Mn 11360 

B)72 ca 06 Ez 


-44 


aja 


FL Matemática Y 


ARES vive AS 


Ejercicio(): Reducir A = E 

59 ma” 

A)n Bj2n Cit Ojan EJ 
nio] 


ernco e mr  P 
E 


AJn Bjrt Cc) 


Ejercicio (): Reducir; 
oral 
BJ jm 


D)nt EJ2 (0) 


P 0 (m3) + 


aJ0r D)(n+ 1) Ej3n 


2 6-4) 
a a 


68 


Ejercotof):mesower: (21 + 0-2! y2p 


Ejercicio 


AJA BS CJ3 0)6 


AJO BB CIS 0J4  EJ3 


Ejercicio (): Catcutar el valor de *n" 


0er 0 
(m2 (n+2) 

si la ar dm 

trio $): ata: 

[eta [nel se contiene: 

(2n+Y + (20+2)] | (n+2) 

ma lis as 0 
CR 


(n+6)L+ (nes) 


A)n=6 B)n=9 C)n=5 D)n=3 EJn=4 


Ejeieog): Smpicor: 
2N-2 (a+ 1 
" 


Aa 
Da (a+1)! 


B) cam 
Eja+ 11 


aio: rear: 
Es (ot - 1)! (0! - Di (o Un nt 
O og 8 


AJO Basa 


o A 
E 


AAA 
2 +2 (12110) + (17 10L a 
AJO BZ C)3 04 EJ-t 


Ejercicio £f) : Calcular el valor de" 
AS 


m2 84 03 ses 
PS s 
cio): Ervalorde: 5. 
ii 
2 oo 
NA £ ena 
a 1 < si a “ o, si , 
Ejercicio (É): Resolver 
eo 012) 

(o 
Darcomorespuesala suma delos valores de". 
m2 85 02 02 9 

1D] 2C|2C| 40] 5D 
ec|7a| oe| 9 | 100 
walizo | 130 | 1060 


122 ANÁLISIS COMBINATORIO 


Parte de la matemática que se encarga del estudio de los grupos o conjuntos que se pueden 
tormar con distintos elementos (Objetos, letras, números, etc.) de modo que cada grupo 
lormadose dierence de otro por el número de elementos. Porlas clases de elementos o por 
'elorden de colocación en el análisis combmatorio en las agrupaciones, las estudiaremos en 
tes casos: Variaciones, Permutaciones y Combinaciones. 
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122.1 PRINCIPIO DE MULTIPLICACIÓN 
Siel suceso “A se puede realizar de "m" maneras y el suceso “B" se puede realizar en “1” 
maneras, entonces los sucesos A y B se pueden realizar en forma conjunta de: m»n mane- 
ras, siempre que se efectúe uno después del otro, 


MNoto,_Est princwio se puede generalizar para más de sucesos, _] 


Ejemplo 1]: Un alumno tiene dos libros de física y una alumna tiene tres lbros de 
Quimica. ¿De cuártas maneras podria prestarse un libro? 


Resolución: 
Para su mejor comprensión, hacomos el siguiente gráfico 


IN de maneras =2x3=8 


* Porel prinomlo de Mulilicación: 


NY de maneras =2 3 =8 


Ejemplo__2 : Deuna cludad*A" a atra B"hay 4 caminos ilerente y delacludad "B*ala 
udad'C"hay 3 caminos diferentes, ¿De cuántas maneras se podra ir de Aa C? 


Hay 4 maneras 


deirdeAaB 


Luego, el húmero de maneras de ir de "Aa "C"son: 4x 3= 12 maneras 
* Por el principio de Multiplicación: 


NY de maneras = 4 x3=12 


1222 PRINCIPIO DE ADICIÓN: 
Sielsuceso A” puede realizarse de "mm" maneras y elsuceso "B* de "n" maneras entonces 
el suceso “A” o elsuceso "B" se puede realizar de: "(m+n)" maneras. 


Nota. — Paraque secumpla el principio de adición. se debe verificar que no seu post 
ble que los sucesos A y B ocurran Juntos 


Ejemplos: Proyectamos un viaje y decidimos ir en tren o en microbús, si hay 3 rutas para el 
tren y 4 para el microbús ¿De cuántas maneras tenemos que decidir nuestro viaje? 


Parael 
tren hay 3 
maneras de 
llegar 


Parael 
microbus hay 
4 maneras de 
llegar. 


de maneras =34 4 =7 


Mx Phamet Caveñas Naguicheló 


1223 VARIACIONES O ARREGLOS: 


Variación es cada una de las ordenaciones que puedan formarse con varios elementos, 
omados de uno en uno, de dos en dos, de tres en tres, etc. de modo que dos ordenaciones. 
cualquiera del misma número de elementos se dierencien, por lo menos en un elemento o 
porel orden en que están colocados. 


Ejemplo: Dado: A=[3.b.c] 
1 3 elemeos 


+ Si tomamos de 2 en 2, las variaciones serían 


Sinosinteresa el orden 


- 
ya que no es lo mismo 
ab que ba. 

- Sitomamos de 3 en 3, las variaciones serían: (abc, act, bac, bea, cab, cba ) 


Luego, el número de variaciones, está dado por la siguiente fórmula: 


[vi-rtn-0t-2 | (m>n>0) 


De otra forma: 


Ejemplos: 


mmm 


Nora: Para las voriaciones el orden de sus elementos sí interes, ya que no es lo mismo 
decir: 23 que 32 como se ubrervará estos dos mimeros esión compuestos por las 
mismas cifras, pern'en su valor som diferentes. 


ER Matematica 8 Jano 
Ejemplo: 3 alumnos llegan a matcularse a una academia pre-universtana que dispone de 5 
aulas. ¿De cuántas maneras se les puede disibui de modo que siempre ocupen aulas dieren- 


5 posiblidades 
- El primeralumno puede ocupar cuakquera de las $ aulas, existiendo S poskblidades para 
tomarlo 


- — Elsegundo alumno puede ocupar cualquiera de las 4 aulas que quedan por ocupar, existen 
do para este alumno 4 posibiltades de tomarto 


- — Elterceralumno puede ocupar cualquiera de las 3 aulas restantes, existiendo 3 posibilida- 
des para tomarlo. 


Luego: de maneras =5 x 4x3 =60 
Por fórmula obtenemos: Donde: m=S(totalde elementos = 5) 
n=3 (alumnos) 
auego;: Vs E JE 2163 45 en 


DNA A 


Ejemplo: ¿Cuántos números dilerentes de 2 cras pueden formarse con los digitos: 1,2, 3, 4,2 
Resolución: 
Delos dígitos dados: 1,2, 3, 4, tomamos de 2 en 2, obteniéndo 


12 21, 23 32 z 
Se lorman 12 números) 
13, 31 24 42 
14, 41 34 43 
Por fórmula, obtenemos: 


de 2 cifras cada uno 


Manuel (oueñas Haguiehe E 


TALLER DE 


36) EJERCICIOS N*(89) ¿20 


Ejercicio 1 : Calcular el valor de las sí- 


Ejercicio (4: : Calcula el valor de "x" que 


guientes variaciones satsace la expresión: 
avi 1 vi min v, ANTE 
» . » 
Resolución: 
Apto. [1920 11680 m6 Apta [m8 
Ejerce (E: Mesolor: Y = 42 Ejercicio 14) : Calcula de cuántas maneras 


Resolución: 


se pueden distribuir los asientos para cinco 
personas, en una fla de 10 sillas. 


Resolución: 


EL PHatemacica Bl = — E 


12.24 PERMUTACIONES: 


Se llaman permutaciones a las Variaciones en las que entran todos los elementos en sus 
diversas ordenaciones de modo que dos grupos cualesquiera contienen los mismos ele- 
mentos y solamente difieren en el orden en que están colocados. 


Ejemplo: Seanlos elementos a, b, c 
'Permutaciones de 3 elementos: abc, acb, bca, bac, cba, cab. 
e ie rd 


A 
mico 7 
Ejemplo: ¿De cuántas maneras pueden sentarse 4 personas en 4 asientos uno a conti- 
imuación de otro? 

Resolución: 

Sean los 4 asientos, los que se muestran en la figura: 


r[>=[*]+*e 
[T posibilidad de sentarse la 


cuaría persona 

2 posiblidades de sentarse 
la Tercera persona 

[3 posiblidades de sentarse 
la segunda persona 

4 posibiidades de sentarse 
la primera persona 


ES 


Luego: K de permutaciones =4x3x2x1=24 


¿ Donde: n=4 Luego: Py 


Ejemplo: ¿Calcular el número de palabras de 3letras que se pueden formar con las letras 
“a.n.0? 


Resolución: 
Las palabras de 3 letras que se pueden lormar con las letr 


ame; ena. me 
» Ensotalse han lormado Gpalabras, 
aer; can nea 


Por fórmula: [Pn="t] : Donde: n=3 


Luego: Pg=al= 1x2x3=6 


e 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* (85) 


Ejercicio 1. : Escribe todas las permuta- 
¡iones posibles de las letras A. B, C, D, de 
acuerdo con la condición que se indica en 


1) Lapnmeraletra es Aya Úlima D, 
Enlos extremos deben estar las letras 
ByD. 


Resolución: 


Ejercicio (3. : ¿Cuántas “palabras” no 
necesariamene pronunciables pueden lor- 
imarso con las letras de la palabra "vestido" 
(no pueden repetirse las letras ni pueden 
omitirse) 


Resolución: 


Apta [5040 


Ejercicio 2: ¿De cuántas maneras distin- 
tas pueden ordenarse 8 alumnos en una fla? 


Resolución: 


Ejercicio 14]: ¿Cuántas de estas "palabras" 
obenidas enel ejercicio anterior empiezan con 
V y terminan en 07 


Resolución: 


E PMatemacica W8l mu 
1225 NÚMEROS COMBINATORIOS: 
Un número combinatorio se simboliza de la siguiente manera: 


(7) 9 € sentaquet ye sonnimercs netas, y 2 ss "número comtinaloo 
sobre 

Enunnúmero combinatoria ( y, ) a*n"sete denomina numerador del número combinatorio 
y a*k se le denomina denominador del número combiatori. 


odo mimerocomisatoro ,) ecuivat una ración, cuyo numerador es el producto 
de“ laiores que comenzando en", isminuye de 1 en 1, deck: 


5% _5x4xX3_ 5xX4X3_ 10 
as A  Ó 


Si Y esiguala 3, nosindica que en el numerador de la fracción debe existi sólo factores 
(6x1 3) y en el denominador debe irel 3 


(Orejas - pegue os 


[OC E A 
Ejemplos: (3) a aa za 


Om TI _MASROXT _ XGXT _ 98 
a da a A E 


=3; 


2 
e IS (0) Boga 


=t; 


at 1 


Ñ 
SA US 
A 


Dos números combinatorios con igual numerador, son iguales si la suma de sus denormi- 
nadores es igual al numerador, 


Ejemplos: 
( 


JA) Panor y 


(3)-(7) tenen mano nero. y 295= 


a 


EL Matematica [Bl 


(), Sos números combiatoos son delas formas: 
respecivamente, es dect, Nenan Igual nome: 
de y us denominadores son conseculue, en 
tonces se Gump la siguente igualdad 


Ejemplos: 
a la) La, ss ) 
, A $ 
mm 
GS MAA" (2 

y de 


el 


ETT 


all ll 


; 
PECES CES: GILI TES 4 
El PR CARE 


4 4 5 
oa 


Se llama combinación alas variaciones que pueden formarse con vanos elementos de modo. 
que dos cualesquiera de elos diieran por lo menos en un elemento. 


Ejemplo: Sean los elementos: a, b, €, d 
¡Combinaciones de los 4 elementos tomados de 2en 25on; — ab,ac,ad,bc,bd,cd 


EN Parael Covcñas UsgancÉ 
Fórmila para calla l número de cominaciones den elementos tomados 1 a la vez 


Da] mE 


Ejemplo 1] : De un grupo de 3 estudiantes, cuántos grupos dierentes de 2'alumnos 
podrian formarse. 


Resolución: 
¡Sean- A, B y Clos 3 alumnos, los diferentes grupos de dos serian: AB, AC y BC = 3 grupos 
Por fórmula: E) 


CA E] 


3 grupos 


2 DEE 


Ejemplo 2): ¿Cuántos pardos de Ko se juegan en un campeonato de fntol en una 
rueda, en lá que participan 6 equipos? 


Resolución: 


Este problema, se trata de una combinación ya que el orden a jugar no interesa 

Cada partido se juega de 2 en 2, luego el número de combinaciones sería. 

el 6 _Afx5xb 
E 


15 partidos 


(Nora: Para las combinaciones el orden no Interesa. por ejemplo 8 queremos unirlos puntos que 50 
muestran: como se vbiervará. nosotras penes empezar u unir por cualquiera de los puntos: 


43 Elontenpara empezar vntlos no interesa, ya que podemos empezar por cunlqucrade eos 


122.7 DIFERENCIA ENTRE COMBINACIONES Y VARIACIONES: 


Las combinaciones se diferencian por sus elementos y las variaciones por el orden de los 
mismos, 


Ejemplo: Dado el conjunto A = (a, b.c, d]  calcularlas variaciones y las combinaciones 
de os elementos de “A” tomados de 3 en 3 a la vez. 


NN E 
NN Ne (58) 


co (2 (5) 


Resolución: 


pta, [ERES 


Ls 


Bpta. 


Ejercicio (2: Calcule: 


(Ja 


Ejercicio 5. : Determine el valor de “x" de 
cumpla: 


modo que la igualdad se 


SA 


le 


ptas 


ra 16: ¿De cuántas maneras se pue- 
"un grupo de 4 personas entre 
nados hombres y 5 mujeres? 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
DIFERENCIA ENTRE COMBINACIONES Y VARIACIONES 


Problema $): Para ide una cudad “A” a otra “8 existen $ caminos dloretes y para ir do "8" 
3'C"exiten6 caminos diferentes ¿De cuártas maneras puedo lde* luego retorarsin 
pasar 2 veces por un mismo camino? 


Resolución: 


+ Parasu mejor entendimiento, construimos el siguiente gráfico: 


Luego: 


> ] 
ROO | ss sotermas y tregrsarzo porque 
a y 


o puede regresar por el mismo camino; 
entotal: 

(5 maneras — (6 maneras 
de AaB) deBaC) 30:29 < 870 maneras. | Apta. 


Proton $ aros cian ys pes de zapas ¿De cubrs manera es 
pe aleta ceci 


Y de maneras =4x3=12 


FL Matemática Y = — 


Problema $): Nataly desea prepararse en una academía pre-universitaria. Puede hacerlo en 
una de las lres que funcionan cerca a su casa y en tumos de mañana o tarde. ¿De cuántas 
maneras dierentes puede matricularse? 


Resolución: 


hide maneras = 


3 maneras Zmaneras 


Por el principio de multiplicación: 2 Wdemaneras=3x2=6| Apta. 


Problema $): Detorminar eater que roresonta cada esprsón siguente 


» 


r mn A: EXERETEVA "| 
Pordeíniión de variación, obtenemos: V 7 = 2. y 
a ts =>] 
EEN 
aa | 
Probiemi 2 Majes Negan a una ciudad en la que hay cuatro hotetes. ¿De cuéntes 
maneras poden ocupar su cuartos, debiendo estar en hoteles dstntos? 
Resolución: 
Sean los 4 hoteles, los que se muestran en la figura: 
¡Comoson 2 viajeros, uno de ellos podrá ocupar 
cualquier delos  Poleles,exslendo para éste PY 
viajero 4 posibilidades de ocuparlo, para el otro 
quedarán 3 hotetes existiendo para éste 3 posi- 
bilidades de ocuparlo. Luego: E ca) 
Mide maneras =4x3=12 4 posibilidades 


* Aplicando la lórmula de variación, obtenemos: 
Donde: [m= $ de hoteles 


[n= 1 de viajeros 


mal Manuel Coveñas Haguiehe P 


CA Ta 
Luego: ao =12 | Apta. 


Problema $): Un cub de 12 miembros deve ele deca formada por un resident, un 
tene Uca y un vecal ¿Do cubrias mareas puede eg sich ss úreciva? 


Resolución 
Por detinición de variación, obtenemos: 


id bons. [no temes nv 
mm n= se toman grupos de 4 miembros 


A 


Proema $): Conos ágca2,9,5y 8 deseantorma números eres cr, pemkese 
teens ¿Cura nenes puacen omar? 


[ES Donde: f m= 1 de olementos en total =4 
(a grupos de 3 
474 al Rega 
Luego Vil A ZIA  26] pta, 


Prosema E): ¿De cuántas manera dsintas se pueden seta 4alornos en asientos 
unipersonales 7 


Resolución: 


En este caso se trata de una permutación, porque participan todos los elementos. 
Veamos: 


JE 


VA 
AA a 
| AAA 


L— has asiento lo puede ocupar cualquiera de los 4 alumnos = 4 maneras 


- Hdemaneras=1x2x3xX4=24] Apta. 


HL Pacemicicn IB] 
Pordelnicón de permutación.— P,=01 Donde 


Luego: P=41=1x2x3x4 


protioma $): ¿Di uáñia más ri da pisó seis 4 ape ón 4 aseico 
Ica tncmics dr edodor e inafieaa? 


Resolución: 


En este caso, se trata de una permutación, donde un alumno se sienta en cualquier asiento y los 
tes restantes pueden ubicarse en los otros 3 asientos o Sea: 


e 155 


Pa 66-001 1x2x9=6 maneras | Apta 


Generalizando: i tuvieramos que ubicar *n” personas alrededor de una mesa circular, el número 
de maneras distintas de hacerlo sería 


Ace] 
er REA 

rota) Cot ciar ergo q e ue insnar7 pr mo olgi: 
paris 


En ste caso se trata de una combinación, ya que al unirlos puntos para obtener los triángulos, el 
orden no interesa. 


"E = Donde: [ m= total de elementos (puntos) 
(Dn. ¡n= Puntos que se toman para formar los tián- 
p ulos siendo este en grupos de 3 en 3 
h MT Un ABRA 
id sra aa Ab 


Setorman 35 1ñánguos | Apra. 


Problema $$): Un entrenador de básquetbol tiene 9 jugadores para él, en igualdad de condicio- 
nes. ¿De cuántas maneras puede elegira sus Jugadores para comenzar a jugar un partido? 


Resolución: 
Se sabe que un equipo de básquetbol está conformado por 5 jugadores. Donde: m=9yn=5 


BIAGATAOO XT IO 


MS ES 
(2)ooers (2)a100] mo 
ds . 
A 
A A 


Resolución: 
Dnjos7 rones s puse escoger o) menerasy 
ej 

Porco comió puedo secogerae (Je 5) 


2 
A 


OEA 


HA 


A le 


Problema Kf): ¿Cuántas diagonalos tens un exégono? 


Resolución: 
Diagorales = C* — ni siendo: [n= de lados del poligono 


Luego: 


o 
Fai er 
Eos nai De noni 
puede hacer el viaje redondo de "A" a "C* pa- 
'sando por *B"? 


AJ20 B)10 


C)12  D)24 EJ1S 


protiema ) : Mara tene 5 pantalones y 3 
cas vas rs 
re canliy ura ct? 


Aye B)60 C)15 D)30 EJ12 
Problems $): Determinar eivatorde"m"énta 
cspresón: VI 20 

AJ3 
pal rd 
Pc qe rin di 
mo 

A) 120 B)360 C)24 


Ba CS 06 EJ7 


D)720 Ep180 


froten () Un persona pots 3 arts 
rra dond nl 
Venice da reos mae 
do sólo un anillo por dedo, sin contar el pulgar? 


AJIS BIZ C)24 D)18— EJa2 


primo ura ircaina 10 ig de 
Pra rra ble 
Eos aceras 

A)120 BIZIO CITO DJ60 EJNA 
Prostemaf): Determinar lvalorde”rcen la 


«gene espresón: (1)-15 


¡S DE REFORZAMIENTO SOBRE 
ANÁLISIS COMBINATORIO. 
maven y A | 495 Bs C)8 04 Ea 


A A 
pss 

AS c)7 

a a 


se pueden 'sentar 5 alumnos en 5 asientos 
unpersonales? 


A)60 B)24 


Problema $): ¿De cuántas maneras distin- 
tas se puedbn sentar 5 alumnos en 5 asientos 
unipersonales ubicados alrededor de una 
mesa? 


AEB DE 
Eos dico anios 
a 
E 


A)24 Bp12 


B6 Da EJ 


C)120 D)102 EJá2 


C)25  D)48 


C)20  DJ6 55 
A E 
Pri o a 
par 

A)60  B)70 C)jB0  D)9  EJNA 
prottema () : ¿Cines números deta 
on AE 
Me enso nat o cin 9 dnd 
bes 


AJ24  B)15 C)30 D)60 EJ120 
scan cua (12) 
S e ia 
ji Ma A 

7] ” 
pd re 


a 


Probiema(Í): De untotalde "personas se: 
Pueden forñor 21 grupos de 5. Determinar el 
valor de" 


a 


Ba 


Z spu 


1D| 20|3C0| 4B| 50 
6s| 78 | ec 
mol 1328 l130| 19.0 


TER rave. u RAFA 


Eonia fiat cade Far 


viajar de Aa "C* y regresara “A” si usar el 
mismo camino de la ida, 

A)63  BI72 

c)81 DJs AIB00 
EJ93 


A ee 
o) q pl 
e E 


AJIS  B)7O C)1%0 D)210 E) 220 


A 
E poses con le, 


le 
A 
qa ER 

ersiona Y): ¿Cutres altra se pus 


¡den formar cón las letras de la palabra LIBRO? 
A)25 > B)120 C)720 D)60 EJSO 


procior:La pera vió ela za de 
tútbol de Huacho consta de 25 equipos. ¿Cuán- 
E A 
ea? 


A)120 B)150 C)600 D)300 E)s0 


ercriona ¿Cubre ora ecu 
oclógono? 


A)30 B)20 C)40 Dp12  EjtB 


ee (Po) 
ema lo-a 


A) Sólo IB)! y NC) y ll D)SOlO ME) Ly MM 
Problema () : De un grupo de 4 biólogos, 3 
químicos y 5 matemáticos, se tiene que esco- 
ger un comité de 7, de modo que se incluyan 2 
biólogos, 2 quimicos y 3 matemáticos. ¿De 
cuántas maneras puede hacerse esto? 

A)360 B)120 C)1BO D)240 EJ210 


prottema(): Seña produced sis 


positivas dé la ecuación: 
AY Ban x 
CEE Ab 
EJ 10! 


a 


AONAS 


Probiema ($): ss EJ E)- so 


Calcular el valor de * 


ara as 

A)33  B)S0 C)98  D)100 EJ101 | do- postre) si se dispone de 3 entradas, 3 pla- 
tos de londo y 5 postres? 

rrovema()- ¿De cuántas maneras se pue- 

den ubicar $ personas en un auto si sólo una | AJ45  B)15 C)11 0)14  E)125 

de ellas sabe manejar? 


Clave de 


A 1B| 2D| 3C| 4B|] 5D 
Problema) : ¿De cuántas manerassepue- [6.8 | 78 | ac| 9.0108 
de escogertn "ment (1 entrada-patodetor- | ol 12 119.0 


11.3 BINOMIO DE NEWTON 


11.31 POTENCIA DE UN BINOMIO. 
Veamos como varía (x + a) al ser elevado a un exponente. 


co) 


2 e 

rallada ra 
o) 

arar ada a 

rallada onda + dra 


cr (JA 
Nota: Esta fórmula sólo se cumple pora “a” mimeros naturales. 


Ejemplo 1): Halnr el desaallode: (+ a? 
esolución: 


Aplicando la fórmula general del binomio de Nemon, oblenemos: 


ce 
SS +€ y <> < == 


1 5 10 10 5 1 


ma a ta rota tota? a a a] 


2 Panel Covcñas Haquiche? 


Recomendaciones: 


Para desarnlar: (+ ase puede tener en cuenta la siguiente 

1. El desonit e un pain Famagénen de grado 

2. Elnúmera de ¡érninos del desarrollan + 1) 

3. Lar esponente de ea" von divido de uno en uo nia del eos de hana 
vero inclusive 

4. Lasexponentes de laletro "a" van aumentando de uno en uno a partir de cero hasta el valor de 
ma 

5. Lor corficientes delo térmuos equidisomes de lo estrmos som iguales en olor absoluto 

6. Elcocficienedeun término cualquiera se obtiene multiplicando el coeficiente del términis ante 
rior por el exponente de “x” en dichotérmino y dividiendo el resuliadoentre el espunente le “a”, 
'arentando en la unidad, 

7. Elevefciente del vimer término del desarro es lo unidad y el del segundo érmino es drec- 
somente el exponente dl hinomuo, 


8. Cuondo e desorolte en e siguiente casotz- ase deberá ener en cuento quelo sigrun delos 
sérmunas del desorrolt son lternadomenteposivesy negativos. 


Ejemplo 2]: Hallar el desarollo de: (x + a)f 
Resolución: 
Aplicando la Tórmula general del binomio de Newon, obtenemos: 


rata eo [raros «(jaa e(Jeea Jur(o)e 


Ejemplo 3|: Hatar el desarrolo do: (x-a)S 
Resolución: 


En este caso los signos son alternados positivos y negalivos, además aplicando las reco- 
'mendaciones 6 y 7, veamos 


aaa rodada ta 1 


aa tario da 10 a a 


(e a a aya y y 


(ee y) 101 alo dy esla)" + aa + y! 


> | (exe y) 1009028 y + 20 y + Bay? + y" 


12.32 TRIÁNGULO DE PASCAL O DETARTAGLIA 


Sidistibuimos enlinea los coeficientes del desarrollo del binomio para sus potencias conse- 
culivas, toma la forma geométrica de un niángulo de Pascal o de Tartagía en honor a sus 
descubridores; veamos: 


boat 
barr REA 
brar=121 6 po 
(rar=19331 a SN 
Mralt=14641 A 


(+ aj?=15101051 
(+ aJo= 1615201561 


> “Mal Pcias Magik 


En donde un coeficiento cualquiera es igual a la suma de los dos que están encima de él en 
la fla anterior, 


Ejemplo. Hallar el desarollo de: (x+aP?—— Enconsecuencia: 


borajo=a is Sta 10d 10 e Bata a 


Nota: El triángulo de Poscel sólo se aplicará para potencias pequeñas, coso con- 
irorio habrá que emplear la formula general, 


12.3.3 FÓRMULA PARA CALCULAR UNTÉRMINO CUALQUIERA DEL DESARROLLO DE UN 
BINOMIO A UN EXPONENTE DADO (x + a)” 


Donde: *(k+1)" :es el lugar del término pedido 
«el exponente del binormio. 


A 
AA 


Tn EN (pra 


* Para el binomio: (x- a)? usaremos: 


Ejemplo 1/: Calcular el quinto término del desarrollo de: pd + 24)" 
Resolución: 


Sabemos que: —n=7.. (exponente del binomio) 
(+ 1)=5....... (lugar del término pedido) 
a 


AE 
Los valores hallados, los reemplazamos en la fórmula: 
A ad (' 


TE “Gara E Fa (sy) 


1,2562 (16y!) 


(POR 
En AE | 


HL Hatemática IE Ta 


Ejemplo 2]: Calcular el cuarto término del desarrollo de: (3x*= 2y]5 


Resolución. 


Sabemos que: As 
(+ 1)=4 + [k=3 


Los valores hallados, los reemplazamos enla lórmula: 
ptas 7, Se 
1 2 _(a%) (ey?) 


ES 


TS) 


20 (216% y” 


12,4 CÁLCULO DEL TÉRMINO CENTRAL DEL DESARROLLO DE (x + a)” EN DONDE: n= NÚMERO PAR 


Eneste caso se aplicará laórmua: 4 = E. 
Ejemplo 1: Calcular el término central de: (x + a) 
Resolución: 


Sabemos que: n= (exponente del binomio) 


a] 4 
Detafómul Kk=2 + K=h=2  [k=2 


luego optamos alómmad: 7, =p) a 


line 


de ax3xa4 
ETE da Y sta 


ES 


ota? 


Ejemplo 2: Calcutar.el término central de: (x + a)" 


08 Manel Caucñas Haquicke 


Delalórmuta. KE + 3 > [há 


Luego oplcamos telmo: 7, (2) 


gene 
dy poa BERTA ea 


me 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* (37) 
E , 

Ejercicio 1, : Halar el desarrollo de- Ejercicio 3' : Calcular el tercer término del 

cando de (2 0 
a yy 

Resolución: 

esolción: 


Ejercicio '2': Hallar el desarrollo de: 


(+) 


eta. [ea 


Ejerciclo! 5: Calcular el término centra del 
desarrolo de: (a + 20)? 


Resolución: 


Ejercicio!7): Hallar el término que contiene 
ax en el desarrollo de: (x + y) 


Resolución: 


Ejercicio(8]: Hala el valor de "x' detal mi 
era que la suma del Sr. y Sta. término en el 
desarallo de: (x+ 1)! sea igual 225. 


Resolución: 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
EL BINOMIO DE NEWTON 


A aves. : 


Ejercicio): Obtenga cs siguientes desano- 

E 

a)(x-2y" 
Male 

a(e-3 af 


locos E) ; Dto simio indendo 
a e 


b) (1 +80) 


e 


2) 7 técmino en: (xy) 
b) S*término en: (a +b)2% 


; 


€) 10*témino en: ( 


8) 8* término en: ( 


€) ti término enc (2a - by" 
1D 2* término en: (-2) 
yz 


Ejercicio É): Determine el coeficiente numé- 
o del término indicado; 

2) 2'término en: (2x- y 

b) S*iérmino en: (3a + aby" 

£) S*iérmino en ey - yy 

6) 5*término en: (a + 12P 


A] 


e) 8% término en: (p7?- 194 

1) término central: (24y + 1790 
Ejercicio (): En el desarrollo de: (3+? - 159% 
determine: 

a) Elcoeliciente numérico del cuarto término. 
b) Eltérmino que contiene x*. 

e) Eltérmino independente de x. 


Ejercicio) En e esancto de 


E ay 


J socerre 
E 


3) Eltérmino que contiene x? 
b) Eltérmino que contiene y"? 

<) Eltémmno independente dex. 
8) Eltérmino independente de y. 


Ejercicio(): Determine el término que contio- 
ne q? en os siguientes desarolos: 


0 
O a -2 ) 
pa 


en (as 


Ejercicio f): Encuentre los 3 primeros térmi- 
nos enc desanato de: (V2x+/3)" 


Ejercicio (): Cal e product eos ete 
Snes mirórcos de paros cell 
mino del desarrollo ordenado de (1 + 3?) 


$ - 10xty + 40x%y? - 80)? + 80Ny! - 32y* 


b) 1 421a+ 1800? 494527 + 2895245 103254 5 1092 + 218737 


HL Matematica 8 ES 


El 
e) 
El 
» 

22 

0) 

4 a 

. 
o 

0) 


1 - 11b+55b?- 165b* + 330b' - 462b* + 462b- 33007 + 165bP - 556% + 11b'0-b1 
6x4 15% -20 + 1548 - 6/4 106 

VEA 

E 195, 18809 

xo ax” 16x 16x” 256 512 4 096 

T, =4626yo b) T,=5 9858'0* €) Tip =-10/ab 

To =-12800 y e) T=0% D T,=-Ahyz 
32 b)19440 cas 0512 e)- 3432 11120 

b) 1,-270% e) No existe 


20 
es 
A, 
pues" 
Bao 


Ty = 220%? b)Nohay 


7 320 160/62 160% 8 72 


MTL savia. MS | Ejercicio E: El término central en el desarro- 


Ejercicio): Elitimotémino en etdesaro- | to de (2% 
tode.(x- 3)" es 
AJ15y Ed a 8 O y 
D)-243y* E) 243" 

928, y" E) No hay término central 
Ejercicio l coeficiente numérico del B* 16 
término del desarrollo de (2 - x)'! es: 

Ejercicio (% El término central en el desarro- 
A) 330 B)-330  C)5280 lo de: (2x y) es: 
D)-5 280 E) Otro valor 

A) cmty B) E0X*y* 0) 160% 
Ejercicio () : El coeciente numérico del 2* | D) 160797 EJNo hay lérmino central 


término en el desarrollo de (2a + bJ' es: 


AJ16 B)32 C)B0 DIO EJSO 


Ejercicio((): El término independiente de“ 


A 


enel desarrolo de (+ +) A 
E 

A) 2" término. B) 9" término 

Criémiro — Ejilimeiemio 

EDI ay tóminoincapercinte dee 


arco 
Ep tenio bnabinos 
sarrollo de: (2x - 1)* sea igual a 72. 


Ajx=12 B)x=+a 
D)x=25  Elx=6 


eucco Y): cota catre 
rd nie el 


Ox=+3 


(8,5) ¿son t1amino inoperante: ciar 


el cooficiente del término que sigue al término 
de grado cero. 


A)25/8 B)1SZ C)15/A D)2485 EJ257 
Ejercicio(): Hatar término anterio línde- 
pendontelde "en el desamolo del squiemte 
tomo de Neón 


tanuel Coveñas Haguicho? 
8) 58,99 c) 72002 
15 
E) 4850 
Qué lugar ocupa el término del 


a 159 
si 


a 
Ejercicio ($) 


so 

desarrolo binomial de: (oz ques de 
x 

grado 100. 

AJIS B)1á C)13 DJ1Z EJN 


Ejercicio ($) : Eltérmino independiento de 


vr enel desanco de: (o4x +25) es 
x 


A)0.01 B)0,001C)0,084 D)0,0084E)0,018 
Ejercicio £Í) : Hállese la rotación entre "K" y 
*n' de modó que los coelicientes de los (K + 2) 
ésimo y (2K - 3) ésimo términos de: (1 + xJ2" 
puedan ser iguales. 


0)k=30+2 


Clave de Respuesta 


1D| 20] 3C | 4.E 
sj eel 7c| ac 
Ali. lic liza 


Organizados por las Academias. 
César Vallejo, Tilce, Pitágoras, Sigma, Alfa. 


Ejercicio ()): Caicutar el 67 tármino en el desarrollo de: (a+ 2b)"! 


A) 197842" B) 14 764%" C) 14 8748%0% 


D) 144789%% — EJNA 


..Exponente del binomio) 


Luego, los valores hallados, los reemplazamos en la fórmula: 


10 
> T -( o ea 
«ls 


EN) 


1, - EETRBLOni00a as (309) 


T, +14 7040 %b" Ppta.B 


Ejercicio (E): Cuál es el coeficiene de x'* en el desarrollo de (4 +x2. 


ay12 8)18 015 D21 EJ24 

Resolución: 

Sabemos que: n=8 -(Exponente del binomio) 
(K+1=? . (Lugar del término pedido) 


(0d 
ca A 


úl coeficiente de x'*, es dect, debemos igualar exponentes: 


xo k+12 


> 22 
+ Ahora,hallamos el coeficiente de x'%; osea: 


WO 
e A A 
Mi Es 


Ejercicio (E): Determinar el exponente de “x' en el 8* término del desarrolo de: (8 ds 


a)5 B)6 Cc D)-5 E)-7 
Resolución: 
Sabemos que: n=10 (Exponente del binomio) 
K+1=8 (Lugar del término pedido) 
K=7 


er” (+) 


El exponente de *x"en el B*1érmino es:-5.— Apta. D 


Euro (+ eremita ndeperciona daa el desmóto de: 


Ae B)10 0)15 D)-10 EJta 
Resolución: 
Sabemos que: n-6 (Exponente del binomio) 

K+1=? (Lugar del término pedido) 


cr [Je 4 


: para que el término sea independiente de "x' es necesario que ol exponente de “x" sex igual 0. 


EL Matematica Y, a 


Esdecir 6K-12=0 == 6K=12 => k=2 


Luego, reemplazamos el valor de K =2 en (1: 


8) mr pr o, 
(0554 Ar 
2. 


TA 
a . 


El término independiente de "x" en el desarrollo es el 3*1érmino y es iguala 15. Apta. C 


Ejercicio (E): En el desarrollo de P(x) = (x + 1)* los coeticientes de los términos de los lugares 
(2n 4 1) y (2 + n) son iguales, Calcule "n”, sabiendo que es mayor que 2 


AJ10 812 cy14 Dm EJta 
Resolución: 
Sabemos que: n=43.  .-(Exponente del binomio) 


+ Apticando la fórmula; obtenemos: 


$ U 
de -(£) O] e -(£,) E 
A A coeficiente 


“y (a 
+ Desacuerdo al enunciado ualamos ls coeficientes: ( ¡l ) 
2m) "loe, 


[A e a e 
(320 (en 148 — (0 
o 


Por comparación de numeradores y denominadores: 


D 43-2n=n+1 > Mm >  on=14 


Mana (+1) Inda > AC 


PAS 
e 


"le 
A 
+ Cakulamos el cociente de ls términos cenraes: [seccuento que;] 


A E) JE 


ley” => 


124 DESARROLLO DEL BINOMIO DE NEWTON CON EXPONENTE NEGATIVO sl 


FINALIDAD: En el estudio, del desarrolo del binomio de Newton para exponente negativo y/ 
o fraccionario, se utiiza el concepto de coeliciente binómico, que a dierencia del “número. 
de combinaciones”, el valor del Índice superior puede tomar valores negativos y/o 
traccionarios, mientras que el índice infenor siempre será positivo y entero. 


Su representación y su valor es: 


Ma (KM 
K Ke Ko 


LATA 1 
Ejemplos itustrativos: Hallar: 


== —J 


¡Are m 
s() 
a - ESLES-ME5-2) SMA) AA 
3 E 123 as 


- E 


» 0] TES 


(a AA MAA. y 
«(a AAA AO e 


1125 BINOMIO DE NEWTON PARA EXPONENTE FRACCIONARIO Y/O NEGATIVO. | 


Hemos visto, que en la fórmula del binomio (n e Z*) 


ta a) (es ar (1) 


Se observa: "cuando "n' es un número entero y positivo, tiene un número limitado de térmi- 
nos.es decir '(n + 1) términos: 


Ahora: Generalizando para *n* igual a un número (ráccionario y/o negativo (n e Q) 


a 


Es una some que tiene un número limitado de términos, es deci, infinitos términos, válida 
para todo valor de:x > a. 


Términos. 


Ejemplo ilustrativo (1): Hallar los cuatro primeros términos del desarrollo de: (1 +x)2=?. 


IA ES 


Resolución: 


(+97 


MÓ —— PMarul Cuerno Hnguiie 


ATOM 


da 


ar)? 
ETE 


Ejemplo itustrativo (2) : Hallar los cinco primeros términos del desarrollo de: (1 +x)15 
Resolución: 


A E 


Desarrollando cada coeficiente; obtenemos. 


E Ara. E, 


Ejemplo ilustrativo (3): Hallar los cuatro primeros términos del desarrollo de: (1 - x), 
Resolución: 


a) too 


a E A REI 
1 Al d ) 1 e z ) SS Al 6 ] A 


EL Matemática 8 Já] 


12.51 PROPIEDADES DEL DESARROLLO DEL BINOMIO: 


1. Alobtener los términos del desarrollo se observa que es una serie infinita, denomina- 
da señe binómica o serie de Nemton. 


Para determinar el desarrollo de (x + al” para un número Iraccionano y/o negativo el 
valor de "x" debe ser uno y además x > a. Los valores de “a” deben ser:0<a<1, 


St (t+a ;  O<a<i 
3. Los términos del desarrollo con respecto a sus signos, no tienen ninguna relación. 


4. Para determinar eltérmino general en el desarro se ulliza la siguiente fórmula. 
Sea el binomio (x + adonde "n” es un número Iraccionaro y/o negativo: 


Donde: 
Tae, + ESeltérmino de lugar: "K+ 1 
n — : Eselexponente Iraccionario y/o negatwo del ( 

1 


binomio, 
Ko+ 1: Es el lugar del término pedido 
x > Eselprimertermino 


a: Eselsegundo término 


reno 


Resolución: 
+ — Para determinar un término *K + 1", se utiliza la siguiente lórmula: 


Jar, -(<]t” 


- E 5) (6) E 


7 

, a 

y ¿LAB 7 

12 AS 
En 


Manuel Coccñas Uaguihc O 


TALLERDE. -- 


Apto, 64 


Ejercicio/3: Hallar los tres primeros térmi- 
nos del desarrollo de: (1 + 3% 


Resolución: 


Bpta. 1-4 


y) 
Ejercicio! 2': Hallar 

4 
Resolución: 


Ejercicio; 4, : Hallar los tres primeros térm- 
os del desarrollo de. (1 + 919 


Resolución: 


Rpte. | 25/243 | 


2 


ES 


A 
125 625 
Ey 38, 
125 


Ejercicio) : Hallar el cuanto término del de- 
¿[Le 
soodo: (34?) 
AJ-1/20%% B)2x C)12x D)6/5xó2 EJ 2% 
a 
Ejercicio €): Calcule: E -( ) 
ES 
A)195 B)-195 C)595 D)-505 EJO 


Ejercicio (): Hatar el equivalente de: 


AE 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
BINOMIO DE NEWTON CON EXPONENTE NEGATIVO 


"Y/O FRACCIONARIO 


a)-9248 C)-2048 


D)4 928 


B)5298 
E)-8:924 


Ejercicio (): Hallar el tercer término de: 
(4 a)” ¿puxa 


A) (az)! 
D)32 


B)-2 
E) 020) 


CEN 


Ejercicio (): Hallar el tórmino independiente 
e) 


B)320 
E)-340, 


E 


Panel Coveñno Haguiehe D 


Estamos ahora en condiciones de solucionar el problema planteado. 


Conocidos los ángulos A y A' (y porlo tanto el E) y el valor de TT” podemos 
usar el coremo del seno para calcular la distancia ET. 


yócaquí Er= IT senar 
sen E 


Cuando se empezó a poner en práctica este método, hace dos silos, no se 
podía detectar alguna diferencia entre los ángulos A y A*: los dos eran práctica- 
mente de 90”, como si las estrellas estuviesen a una distancia infinita, Esto se 
debía a que las distancias a las estrellas son mucho más prandes que el diámetro 
¿e lnórbitaterretre y, poresto los ángulos A y A! difieren de 90” en una fracción 
de segundo, 


En astronomía existen otros métodos indirectos para determinar las distan- 
cias de estelas muy Iejanas. 


Laestrella más cercano, Próxi. 
ma Centauri, se encuentra a 
una distancia de 135,000 veces 
el diámetro TT. 


13.1 LOGARITMO DE UN NÚMERO | 
O 


Apatir de la expresión: Y = p, podemos plantear distintas ecuaciones, dependiendo de cuál 
de sus tres elementos es el desconocido. 


b=p 
ñ 


Se desconoce el valor de la potencia (p) HATENCIÓN! 


Si: p = x, entonces setiene la ecuación x= Esto mplica el cálculo 
del valor de una potencia, operación que se denomina potenciación. 


La operación poren 


Elvalor de"x",es la enésima potencia de b. porque en 
General 
» 
Ejemplo; x=5*=25 Pene 
=> 1 

Se desconoce la base (b) dela | | Sedesconoce el valor del Esponene (1, 

ponencia, de la potencia 

“Si b=x, Emonces seiene la | | Sí n=x entonces se tiene la Ecuación 


onencial l'= y. Esto implica calcw 
lar el exponente de una potencia conoci- 


Ecuación: Y =p 


Estoimplicael Cáleudodewa | | de su base y su valor, operación que se 
als enésima. operación que se. | | denomina Logaritmación. 
denomina radicación. Este exponente x es el Logaritmo dep" 


em base "9", lo que en símbolos se repre- 


El valor de "", es la rafe | | Senta:logyp 

enésima de p. =p mp 
x=p e x=W/p Ejemplo: x=1g16 => 
Ejemplo: 


0-8 o x=Va=z | 


Manel Caveñas Haguieía E 

Porlolanto,alrmamos que: 
Ellogarimo es el esponente de una potencia 
[oermoton:] at SADO 
| Seriama logaritmo en base b de un pacto: 
Axsea iguala p. 6 
Ejemplos: 

») bg,8= 3; pues: 2? =8 

b) log, 81 = 4; pues: 3'=81 

9 2. -2; att 

) 109,7 pues E 

9) log,S =1; pues: 5'=5 

e) og (8) = 3; pues: (2)? =-8 


log, 4 = 2: pues: (2) =a 


1. Ellogaritmo dela base es 1 


lg,b=1;pues:b' =b 


El logaritmo de 1 en cualquier base es cero. 


—E 


di 


TALLER DE 
EJERCICIOS N? (39) 


Ejercicio 1 
Jogarim 


3 Calcula los siguientes | Ejercicio (3-: Calcula los siguientes logaritmos 
la definición: 


os aplicando! aplicando la dehnición: 
2)Log¿64= b) Log,1/4= 30932) = b)Log8= 
S)log.125= 0)Logyi» | logs» oem 
Resolución: | Resolución: 


Ejercicio [2 
logarimos. 


2) Log 19 = 
e)Logt= 
Resolución: 


: Calcula los siguientes | Ejerciclo 4. Calcula los siguientes logaritmos 
la definición: [oca ln denición: 


b)Log¿81= 18) Log,¿8= b) Logp,0.49= 
)LogÍ¿h12)= [e Log. M6 a) Loggt6= 


* Resolución: 


+ Calculemos "x” en cada una de las siguientes expresiones: 


3) Log¿b4=x b)Log,243=5 
Resolución: Resolución: 
- Por definición de logaritmo: Por Definición de logaritmo; 

. s 

ze 0 as 

222% :x.6 nds ox 


+ Enlaespresión: "=p <= x=Log,p. el número precibe el nombre de antilogeritmo. 


Ejemplos: Encontremos el anillogaritmo p en cada uno de los siguientes casos: 


a)Logp=S b) Logo = 3/2 
Resolución: Resolución: 
+Pordefinición de logaritmo: + Por definición de logaritmo 
3... 25% -p 
eS 
ms p (s) =p. >: 125=p 


Ejercicio! 1: Hala el Antogariimo "x" en | Ejercicio (2 ; Hallar el antiogariimo “x" en 
cada uno delos sygutentes casos: ¡ada uno de los siguientes casos: 

a) Logo =2 b)Logpa=4 alLogx=2 Lone 
Resolución 


Resolución: 


EL Macemacia Y a 


121. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS: 


ro. PROPIEDAD: | La Logaritmación no es Cerrada en A. 

Veamos los siguientes casos 

2) — Logaritmo de un número negativo y base positiva. 
Ejemplo: log, (4) = 1 => 2-4 


¡Como toda potencia de un número positivo es positiva,ningún valor de n cumple esta 
condición. 


Es decir: Loga(-4) es imposible en IR. 

En consecuencia, no siempre es posible cbtener el logartimo de un número negativo. 
b) - Logaritmo de cero. 

Ejemplo: log,0 == 5”-0 


Ninguna potencia de 5 es Cero, 
Es decir Log,D es imposible. 


Generalizando: Log,0 es impostble para: b +0 
PIENSA: ¿Qué ocure si:b=07 == LogD= 0 
€)  Logaritmo en base 1. 
Ejemplo: log 5=n > 1=5 


¡Como ada potencia de base 1 65 iqual2 .ningún valor den satisface esta condición. 
Es decir Log;5 es imposible 

Generalizando: Log,p es imposible para p+1 

PIENSA: ¿Qué ocurestp=17 = Log! = 

Contos ejemplos dados habrás podido observar que: 

La logarimación de números positivos bese pestiva distinta de 1 siempre es posible 

En consecuencia, de ahora en adelante nos acuparemos de analizar las propiedades 


de los logaritmos de números positivos y base positiva distinta de 1.La logaritmación 
es cerrada en IR'* (para: b +1) 


> Perl Locas ng 


2de. PROPIEDAD: | La Logaritmación es Unitorme 

Ejemplo: Log,64 =n - 4-64 
Ellogartmo de vn número positivo es único. 

=y == Logp=logy 

ra. PROPIEDAD: | Ley Cancelativa: Logx=Logy => X=y 
Ejemplo: Log =I09481 = x=81 


En simbolos: 


Ata. PROPIEDAD: | Logeritmo de un Producto 


Sea por ejemplo: Log, (4: B) = Log, 32 = 5; pues: 2* =32 


*) Log,4=2; pues: 2* 


Observa: Log, (4 8) = Log,4 + Log, 8 
á + 4 
.o- 2.3 
El Logarimo de un producen baso bes all suma delo Loge: 


fimos de los Factores en la misma base 


EnSimbolos:  Log,(K y) =Log,x + Lop,y 


Demostración: 
Sea: Loglx. y) 
Designemos "my y "e" los respectivos Logariimos de “x" e *y" en base. 


Loga=m  = br=x (1) (Porgefinición) 
Logy=n = br=y  ..(2) (Pordefinición) 
Multiplicamos miembro a miembro (1) y (2) ¡Obteniendo: 


pTb=x.y =D"! =x. y; pordefinición de logaritmo: Log,(X -y)="m+n 


Susituyendo m y n; queda: "Log, (xy) = log, xeHog, y 


EL Matemática Bl 


Sta. PROPIEDAD: | Logaritmo de un Cociente 


Sea por Ejemplo: 109, (E) > 100,010 = 4 pues 2 
*) Log,32 = 5; pues: 2%=32 ; *")Log,2 = 1, pues; 2'=2 
Observa: too, (E) - 109,52 - Lo9,2 


$ 4 y) 


ElLogantmo de un cociente,en base b.€s igual ala diferencia entre 
los logarilmos del dividendo y del divisor en la misma baso. 


coses: Lai GET 
* Demuestre la propiedad tomando como modelo la demostración de la propiedad anterior. 


Sta. PROPIEDAD: | Logaritmo de una Potencia 


Sea por Ejemplo: — Log,4%=Log¿4=6; pues: 22=64 


* Log¿t =2; pues: 2=4 


Observa: Log, 4 = 3: Log,s 
ora B 
6o0.3.2 


El Logaritmo de base b de una potenas esigual 
al producto del exponente por el logaritmo en. 
base b de la base de ta Potencia. 


Laga == p 


Hacemos: 
Log,a = y =b'-=a  ..pordefinición 
Elevamos a la “n" ambos miembros de la Úlima igualdad. 


" ¿por potencia de potencia. , 


[ESA Panel Govcñas NaguichaÉ 


Aplicando la definición de logaritmo en base b,en esta última expresión, obtenemos que: 


Log,a” = y 0: pero: y = Log,a.: sustituyendo, 
Queda: Logja" =n Loge 


7ma. PROPIEDAD: | Logaritmo de una Raíz 


ElLogantmo de una raiz puede reducirse al caso anterior temiendo en cuenta que un radical 
puede expresarse como una potencia de exponente fraccionario 


Log Vx = Log x" > lo Logx 
» l ió 


EllLogaritmo de una raíz.en base b,es igual 


Log Ve = 2 togx al Logaritmo del radicando,en la misma 
> ALEA base.cividido por el indice de la raiz, 


8va. PROPIEDA! 


ElLogartmo de“N" en base *b” se esccribe usualmente: Log,N, 
de manera que son equivalentes las dos ecuaciones siguientes: 


LogN=x  .d1) Donde: N=b* (2) 


, (Logaritmo de una Potencia cuya base es 
Roemplazamos (2)en (1). Log,b" = Xx. farieo gel logaritmo. es expeneme) 


Ejemplos: a) Log,16 = Log, 2 4 b)log a? =5 
Susto Dog dE top 


9na. PROPIEDAD: | La potencia cuyo exponente es el logartmo de 
base igual al de la potencia es el número así 9. 


Demostración: 
Hacemos que: bó=N (1 A 
Tomamos Log" ambos miembros: Log,b” = Log,N 
Donde: x = Log,N (1) 


Reemplazamos (Ien(l' 


Ex Matemática Bl 1 


10ma. PROPIEDAD: | El logaritmo de “N"en base 1" es 1gual al logarit- 
'mo del inverso de "Nen la base inversa de “Y'as! 


Demostración: 


Sabemos que: p"*" - y: elevamos ambos miembros al exponente -1 


Jar py 


El 
N 


e 
) = 2 ¿tomamos "Log," aambos miembros: 
Ñ 


12,0 
) ¡10 1 


1 - fs 
na? ASS 


| Cambio de Base: El Logantmo de un núme 


ro"N en base'Y'es iguala una fracción cuyo Log N 
pumerador es elLogartmo de Nen una base Log N = —2 

cuyo denominador es el Logarimo de. ———* > Log_b 
enla misma base 


Demostración: 


Sabemos que: y "*" = 1 ¿Tomamos'Log,” a ambos miembros. 


to A 
Log,b”* =LogN :Aplicamosla propiedad. Log,a” = n: Log_a 


Log N 
Log > 


Log,N- Log b > Log, N => 2 LogN= 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
LOGARITMOS 


ejecico $). educ 1 
Resolución: 


5 log, 36 - 2 log,, 1/9 + 3109, 32 


La expresión dada,se puede escribir de la manera siguiente: 


a) 
m=10+4, > 
. 


Ejea): Resui R  2 109,2" Log, Ya + 4 109,0 2100 P* 
Pesolción: 
=  Enprimerlugar aplicamos la propiedad: nLog,a=Log,2". 


+ Ensegundo lugar aplicamos la propiedad: Log, x log, y = Log (x/y) 


Ejercicio $): mecuor: M = Log, 1/3 + 5 Log,1+ 6 Los,,8 
Resolución: 
La expresión dada, se puede esentir dela manera squiente 


M=Log 37 + 5Log,7* + 6Log _2* 


1 3 
m=-l45()+ 6 [2 

ri E) 
Mo 1104540) >. m2) apra, 


AA 


Ejorciotof): Expresar Log E os ¿cono lrratralogónica de foi 


Resolución: 


+ Enprimeriugar aplicamos la propiedad: 


00 is Vi o 
e caida We vada 


pa (teo 5 «tos lo) 100 Ya 


+ — Entercerlugar aphcamos la propiedad: [Log Ya = 1 Log a 


5 Nano? 


1 . 
- Logs + 1 (log 4 + Loga + Logo 
/m al 


210959 Elicg2" 1 toga + Leo 


= Log 5+ T(2Lop2+ Log a + 21096) - Log m 


2 1 2 
5+ 2+ * 
Log 5+ E log2 + Ploga eS 


JE Diane Poscñas Haguichc? 
Log 2 
Ejercicio (): Reducir: E = 25 - 1  Acianacion] 


CNE 
z e A 
ES Soma: (Los, 


Resolución: 


+ La expresión dada, se puede escribir de la manera siguiente: 


(o) 


Ejercicio): Caclrtvalorde: E = Log, (us,, (uo, lu=,3) 


Resolución: 


E = Log, 


= Log, 12 = Log 2" 


E =-va| Apta. 


Ejercicio '1. : Expresar el Siguiente 
como una Suma Algebraica de 


Logarilmo 
Logaritmos: 


Ejercicio 19: Simplificar: 


OE 
R e e +08 
Resolución: 
mea. [m3 


M = 2109, 3 — log, 54 + log, 6 
Resolución: 


Ejercicio (4 ; Expresar el Siguiente 
Logaritmo como una Suma Algobraica de 


Logarimos: 
a do 


Log 
Va 


Resolución: 


Ejercicio 5: : Reductr: Ejerciato 
M= 2 109,84 log d3 + hog,9 | P=Ólo,5+ 3hg,2- bg, (5/2) 
Resolución: 
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132 SISTEMA LOGARÍTMICO DECIMAL f 


El Sistema Logérítico Decimal tene como base el numero real 10. 

Un logaritmo en base 10 se denota Log,¿X 0 simplemente, Logx, pues por ser el Sistema 
más usado, se puede omita escrtura de la base. A estos Logaritmos se le llaman vulga- 
res (comunes) decimales (por ser de base 10) o de Briggs (For el nombre de su creador) 


132.1 LOGARITMOS DECIMALES DE POTENCIAS DE 10. 


Calculemos los logaritmos decimales de algunas potencias de 10. 
Analicemos la siguiente tabla: 


ANTILOGARITMO | POTENCIA | LOGARITMO. 


1 109 Log1=0 
10 10 Log 10=1 
100 102 Log 100=2 


1000 10 Log 1000=3 


01 101 
001 10% 
0.001 107 


En General: El logaritmo de una potencia de 10 s un número entero 
Logio” =ninez 


13.22 CARACTERÍSTICA y MANTISA: Un númeroreal positivo a, está escrito en notación Cien- 
tífica si se ha expresado en la forma: 


= La caracteristica del logartmo de un número mayor que 1 se obtiene restando 1 al 
número de cilras enteras. 


Log532=2+manisa —;  Log5496 =3+mantisa 
3 cifras 4ciiras 


34 4-1 


cl anucl foveñas MHaguichc E. 
+ a característica de un número posíivo menor que 1 sa obtiene contando los ceros 
que aparecen antes de la primera cilra significativa y anteponiendo el signo menos. 


e OS 
e] El 
AA 
A 
E 
e o es 
logaritmos en base e, donde e, es el número irracional cuyas primeras cifras son: 2,7182......y 
PA rt dr og 
132.4 OBTENCIÓN DE LOGARITMOS CON CALCULADORA 


Algunas calculadoras están preparadas para obtener directamente los Logaritmos Decima- 
les o los Nepperianos. Para ello deben estar provistas de dos tectas: 


Para calcular el logaritmo de un número en cualquiera de estas dos bases, se marca primero. 
'elnúmero y luego la tecla de la operación corespondiente. 


Ejemplos: 


Operación a realizar SecuenciaTecias Resultado / 


ws - 000 csm 
sa  DODO DO 


Ejemplos: Escribamos los siguientes números en notación cientifica: 


0) 590=536x 107 0) 12 107 
D) 1347=1,347x10% % 110% 


Calculemosos logaritmos de estos números basándonos en sunotacióncientilica, de acuerdo 
con las propiedades de logaritmos. 


8) Log536=Log596x10* -...Notación Científica) 
=L0g 5,36 +Log10* — —(Propiedad de los Logeritmos) 
=Log 5,36 + 2 Log 10 


=Lops06+2 lo 2 Logss6=2+Logsos 


FL Matemática Y == NN 


Log 7,2 10% 


b) Log 1347 = Log 1347 x 10” e) Log 0,072 


Log 7,2 + Log 10” 
Log 7,2 - 2 Log 10 


Log72-2 1 


= Log 1.347 + Log 10” 
- Log 1347 + 3 Log 10 
logra 
Log 1947 = 3 + Log 1347 % Log 0072 ==2 + Log 7,2 


Encenent Log a = Log (K10") Log K + Log 10" 
- Log Ko nLog 10 
loga =n+logKk 1 


El número entero n se llama caracteristica del logaritmo de a y Log K es la mantisa del 
logaritmo de a. 
Porlo Tanto: Loga= n + LogK 
- 
Loga = Característica + Mantisa 


“Tradicionalmente, la mantisa del logaritmo de un número se buscaba en una tabla de 
logaritmos y la caracteristica la calculaba el usuario de acuerdo a las siguientes reglas: 


Pero, ¿Cómo puedes obtener con la calculadora Icgartmos en otras bases? 


La calculadora entrega los logaritmos con su característica y mantisa ya sumadas. 
Para expresar el logaritmo de un número como: 


Log = Caractersica + Mantisa 
A! logarimo obtenido enla calculadora debemos resare la caracteristica comespondente: 
Ejemplo 1 | Log3o 


147712 ¿1 = 047712 


=147712 


Calculadora ' Carac: Mentisa 
Porlo TAM — Log80= 1 + 047712 
Caracterisica — Manta 


Daniel Cnveñas Haguche 


Calculadora Caract.. Mantisa 


047712 


Porlo Tanto: — LogO03=-2 + 
Característica — Mantisa 


132.5 OBTENCIÓN DE LOGARITMOS EN CUALQUIER BASE CON CALCULADORA. 


Para halar, por ejemplo, Log,27 con calculadora, tenemos dos caminos. 
Log 27 ma 
Log_27 = o bien: Log27= 112 
A, Log 2 *e, tn2 
Elproblema es ahora: ¿Cómo hallar el Cociente entre ambos logaritmos conta calculadora? 


El logaritmo del ejemplo se resuelvo así 


apa ES (ES MES) (0) E 
MONO MO (OO RE 
Con cualquiera de ambos procedimientos el resultado. 
Lhog,27 = ASAS. 


Log,27 = 


—_ Y 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* (42) 


Ejercicio 1. : Encuentra, con una calcula- | Ejercicio [3': Obténtos siguientes logaritmos 


¿ora cientifica, los logartmos de cada uno 
de los siguientes números: 


2) 09 
b) 75= 
S) 86= 
0 12 
e) 102%= 
Do13 
9) 175620 
h) 1320762 


“en tu calculadora. 


o 
b) 


Log5= 
lná= 


Ejercicio (2/: Encuentra,con una calcula: 
ora cientilia, los logaritmos de cada uno de 
los siguientes números. 


2) 05= 
024 = 
00%= 
0245= 
0.304. 
0.0004 = 
0.0042 = 


0,0407 = 


Ejercicio 4: Resuelve primero mentalmen- 
te los siguientes Logariimos y luego verifica 
los resultados con la calculadora. 


a)Log,64  bhLog_1/27 c)Log,0:25 


Resolución: 


13.25 CÁLCULO DEL ANTILOGARITMO: 


— Manel Poveñas Hnguiehe 2. 


La calculadora cientifica también permite encontrar el valor del antlogarimo, conociendo el 
logaritmo respecto 


Ejemplo: Calcula el valor de "x” si Log x = 279246, 
1) Anta 279140 pulsando la ela espec, 
aaa TtTRSa 
22 Pata (10 lv pot ve vato concepondnt l etcgario 
que es 620JO7SzTO 


€) Logx=4,65278 
Resolución: 


EL Matemácicn MÍ 
13.3 ECUACIONES EXPONENCIALES | 


Ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la variable figura como exponente. 
Ejemplos: 39; 52 


2 10*=0,001 ; ele. 
Para la resolución de las ecuaciones exponenciales existen dos métodos. 
(0) Aplicando la siguiente Propiedad de las Potencias: 


si a"=8f; entonces ] 


(0) Aplicando la Detínición de Logaritmo: 


EJERCICIOS RESUELTOS. 
APLICANDO EL PRIMER MÉTODO 


Ent e re acadón - Fiz 


Resolución: 

La ecuación dada se puede escrbir así: 
o 
le de 
HA 
A 


Verificación: 9381 + 9181 


P=81 =* El=81 (Proposición verdadera) 


"Elcano solución de: 9! es S=(0] Apra. 


a Manuel Coveñas NHaguieño 
Ejemplo E): Resolerla ecuación: 4*= $ 
Resolución 

La ecuación dada, se puede escribir así 


por propiedad 
- => 
ms 0 yd lfolcdelo 
6 Feuación) 
a a 
Veriicación: ds 


La ecuación dodo, e puede era: (2) 25, 


Ez mi) 
EAS ioororencas: (2) (2) 
BAY + acc 


Luego: El conjunto solución de. 


FL Matematica 8 


Ejemplo $): Resoverla ecuación: 13%*5=1 
Resolución: 

Sabemos ques A0=1, donde: ARO 

La ecuación dada, se puede escribir así. 


E 


ÁS 


Luego: El conjunto solución de: 1999=5=4 


Ejemplo $): Mescvria ecuación: 9%+31= 50 
Resolución. 
La ecuación dada, se puede esti ae 
(8) + 3%=90; por propiedad: 
(97 + 9 =90; hacemos ql 


2 
¡00 Se (52) 

cr (amy 

Neza 2. (a) 


*+2=90; — igualamos a cero la ecuación asl: 


af +2-90=0; factorizamos por el método del aspa: 


a-9=0 > Faso 


: enla expresión (a): 3*=-10 (No existe solución) 


(Raíz de la ecuación) 


Luego: — Elcoojunto solución de: 9*+ 3'=90 es: S=(2) 


Ejemplo (): Resolverla ecuación: 6%" 
Resolución 


20. 


La ecuación dada, se puede escribir así: 


En Manuel Coccñas Maguiehe E 


Pa 4 
STT ar a2e 0) 
dx+4=4x-6 


(Raíz de ecuación) 


Luego: 


EJERCICIOS RESUELTOS 
APLICANDO EL SEGUNDO MÉTODO. 


Este método se ulliza cuendo no es posible ranstormarla ecuación en uni igualdad de potencias 
de una misma bass, veamos. 


Ejemplo f): Resolver la ecuación: 2*'9=5 


Por propiedad. [2' ¿la ecuación dada se puede escribir así 


Aplicando la definición de logaritmos, en está úhima expresión obtenemos: x =log¿40 


El conto solución dela ecuación es: S = (log40) 
Ejemplo f) : Resolver la ecuación: 5%-2- 10=0 
Resolución: 
La ecuación dado, se puede esorbirasi: 510 


FL Matemática 


Por delinición de logartmos; obtenemos: — 3x =Icg, 250 


x= 1/3 109, 250 


El comun solución de la ecuación e: 5 = (113 lo, 20) | 


Ejomplo $): Resover la ecuación: 3%=1=2 


Resolución. 


Por propiedad: | a"*"= a" a" |; ta ecuación dada se puedo escribir así 


2 2 
7 y-2 a vz 


Por delicn e togaimosotenemes: — 2x=t0g, (2) 


»-7100.(3) 


Elcomjunto solución dela ecunción es: “S E leo, E) 


Panel Poveñas Haguiehe? 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* (44) 


Fixcler la iuirtes scuaciones,aicando a propiedad de potencias; 


a 5) 993243 EN y 
6) 100*?=0.001 10) 9-9-6=0 
ao 1 
Dn () -, m (E) -01 
8) 64=0,25 12) (Pyu?=3u.z 


B. - Resolverlas siguientes ecuaciones, aplicando la definición de logaritmos: 


13 4-3 118) 52 17) 3=025 


18 3uis 16) Pug 


RESPUESTAS TALLER 


l 


1 s=(5) TM S=(3:2) 13) S= (cg, 3) 
2 S-(3 3) S=1113) 14) S= (109,59) 
3 S=112 9) S=t2,+2 15) S=(l09,2/25) 
4%) S=18) 10) S=(1) 16) S= (log, 63) 
5) S-LU2 1 S=(2 17) S=1log,11) 


6) s=(1% 12) S= 


11 


134 ECUACIONES LOGARÍTMICAS | 


Se denomina ecuación logarítmica a toda aquella que contiene una o más lunciones 
logaritmicas de la variable como por ejemplo: 


logpx=2 ; log(2x+1)-bo9,(x-1)=0 ; (ogyx)*-dogyx-2=0 
Las raices de una ecuación logarítmica puede hallarse: 

1 Aplicando la delinición de logaritmo 

1) Aplicando la propiedad: si [log, m = og, n| entonces: [m=n 
li) Introduciendo una nueva variable 


A. Resolver las Siguientes Ecuaciones, Aplicando la Definición de Logarlimo. 
Ejemplo 1 |: Resolverio ecuación: log, (x- 1%=2 
Resolución 
Por definición de logaritmos: log,(x- 1)'=2; oblenemos: 
Mp (o 1P=25 
Donde: SES 


DN ECO 
A 


>» za 


teiación 
Ia Paca) 
Para: [E=4J> log - 19 = log. (57 = log.25 10045 E=2. (propoiid vectada) 


s 


El conjunto solución de la ecuación dada: 


O] 
Ejemplo 2 |: ResoWverla ecuación: 109... (X- 1)=2 
Resolución: 
Por detinición de logaritmos: lo. (K- 1) = 2 ;Obtenemos: 
be 1)=(x- 3 
1 1=X-6x49 
0-74 10 


a _lanacl Cuucñas Magitcic? 


Esta lima ecuación so puedo escribir sí “ ps 
Y 74 10=0; | foctorizamos por el método del aspa. | 
» s 
p 2 


Luego: — (4-S)(X-2)=0; — igualamos cada factor a cero 


» [x=5] m x2=0 > [x=2] 


2 Pal 10: = o, 2 (opos verdadero) 
= 109 (2-1) =109,1 «2 (Proposición falsa), 


La ecuación se puede escnbir así 


loggr+ 3) 0 1)=1 
(ET 


XP+2x-3=5 = x' + 2X - 8=0;factorizamos por el método del aspa: 


Donde: — (x-2)(x+4)=0;  igualamos cada factor a cero 

do x-2=0 = [x= Ml ox+4=0 > 
Veriñcación: 
Pora[x=2] toos(2+3) +logu(2=1)=1 y il 


1945 «logs! =110945! + logs 5"= 1 => [1+0=1] (Verdadero) | 
Para:[x=-4] togg(-4+3) +logs(4=1)+1 - (Proposición talsa) 


Luego: — Elconjunto solución de la ecuación dada es: S= (2) 


Resolver ecuación. Jogyé -log,6x=2 


Por propiedad: log,A - 09,8 =I09. A. La ecuación dada, se puede escribir así: 


coffee - 


Luego: 1 Elconjunto solución dela ecuación dada es: S=154) | 


B. Resolver las siguientes Ecuaciones Aplicando la Propiedad : 


Si [log =tog,n Entonces: m=n 
Ejemplo 1 |: Resolverla ecuación: 3 logx- log16= 2109042) 


Fesoucin 
hotcro apropiar | mega | 
bae =$ | canos: 


109% 109 16=t09(3) 


ES - 


109 E top £ iquatamosacerodicra expresión 


T 
e 
-E=0  ;Fectorzamos 


e 
mw 
AS 
Tr 
Z 
7 


(3-0 ; Igualamos cada factor a cero 


Verito 


ación: 


Para [0] + 3log0-log16=2l09% — (Proposición falsa) 
Lnoexste 

, 

Pa 4] + 31094-log16=205, pr | 


. 3 
og 16=t0g (4 (a 

log 4 log10='og (4) Ej 109 Llop 2 

(Proposición verdadera). + [ log 4=10g 4 

=0 ] 


Ejemplo_2|: fesowerla ecuación: — log(25-»%)-logle + 1P=0 


Luego: El conjunto solución de la ecuación dada es: 


Resolución 

La ecuación dada so puede escrbrast: —— tog(25-x") =toglk+ 1 

ida e E 

(Sl 

PS 2d 22; Bacamos mad a cada término: 
12d ex :iguelamos a cero 
0412 ¿Jaclorizamos 


Donde: — (x+4)(x-3)=0 


)xes=0 > x= 


El conjunto solución de la ecus 


log 2x 


Resolver ecuación: ¡og pera] 7? 
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La ecuación se puede escribir asi: log2k=21ogíx-12) 


logex=!ogle- 12) 
A el 


Donde: 2x=(x-127 + 2x= x"-24x4 144 
Om e 26x+ 144 

3 

x 3 


(x- 18) (X-8)=0 


Do x-18=0 > [x=18 Mm ox-8=0 =[x=8 


*  Recordarqueclog,A=N; siendo: — A=Número real positivo 
b>0ybe1 


Luego: | El conjunto solución de la ecuación dada es - 19) | 


Ejemplo _4 |: Resoterla ecuación: y/log x = log WX 
Resolución: 
Porpropledad: YA = N' > A=N*; obtenemos que: 
logx= (logV xP ¿por artificio: x = Vx? 
log YX =(log YX?  ¡porpropiedad — logA"=nNlogA 
2109 Y%- (logóx? = 0 ; igualando a cero 
2109 YX- (logia? = 0: factorizando; log NE" 
JogYx(2 -log YX) = 0 ;igualamos cada factor a cero 
E 


M2-logYE=0 > logWi=2 > VEIS m0 


Econ 


En Panel Caocñas Haguiehe? 
E Reroverias siguentes Ecuaciones Aplicando la Introducción de una Nueva Variable: 


Ejemplo 1] Hesovria ecuación: 2logÍ% + Slo9,X= 3 


Resolución: 
La ecuación dada, se puede escribir así: 
2 (09,2)? + 5log_X =3: — hacemos que: 1o9,x =y o 
2y +5y=3; — igualando acero, obtenemos: 
DY + Sy-3=0 
2y a ] 
e +3)=0 
y +3 
d 2102 y=1% Y y+a=0 > y=3 


Reemplazamos el valor de y = 1/2 en (): 


a 


lg xy log a 2 


El conjunto solución de la ecuación dada es: 
Ejemplo 2 |: Resolverja ecuación: log,% + 4109,8x+ 3 l09,x =0 
Resolución: 
La ecuación dada, se puede escribir así: 
(ogax)? + 4(logp + 3logx=0 ; hacemos: logx=a 
Pets 3a=0 ¿factorizamos “a” 
a+ 4a+3)=0 i factorizamos los términos del paréntesis. 


als 4a+3)=0 


le ; aplicando el método del aspa: 
a 1 


HL Matematica El Jam. 


Luego: a(a+3)(a+1)=0; igualamos cada lactor a cero 


OTROSTIPOS DE EJERCICIOS SOBRE 
ECUACIONES LOGARÍTMICAS 


Ejemplo (1? ; Resolveria ecuación: 1001 =9x +8 
Resolución. 
ES ¿Log a 2% 
propiedad:  x"| la ecuación dada, se puede escribir asi;ya que la base dellogarimo 
se sobreentiende que es10. 
ñ 
A A 
Luego: El conjunto solución de la ecuación dada es. S=(4) 


Ejemplo '2!: Resolver la ecuación: log,10 .logl? -2) =1 
Resolución: 


log A 
Por propiedad: [109 ,A =7z ¿y |;la ecuación dada, se puede escribir asi: 


aa - 
A TES 


1 
E 


log (é=2)=1 > tog(é-2=109x 
q 2 y 


Luego: ze 


R-x-2=0; factorizamos por el método del aspa: 


078 Panel Qoveñas Haguicic? 
cazo 
sy 2 
(ar 1=0 
Da 
do ez=o > [zz A e 
Luego: El conjunto solución de la ecuación dada es: S = (2) 


Ejemplo '3 |: Resolver la ecuación: log,y2 + 109,yyX + log aX = 11 
Resolución. 
La ecuación dada, se puede escribir asi: 


: por propiedad: 
logA"=nlog A 


; damos común denominador en el 1* miembro. 


yx «Als 8) 


El coojuntó solución de la ecuación dada es: S= (2) 
Resolver la ecuación: 2 log logx = log(7 - 2 09x) -log5 


"Hacemos que: logk = a; reemplazando en 2loga =Iog(7-2a)-logS 


la ecuación dada, obtenemos: E toga? +logS=log(7-20) 


loga"5=Ilog(7- 28) 
e il ds pd 


FL Matematica YE a 


Donde: —Sai=7-2a — 5"+2a-7=0 ;lacionizamos por el método del aspa: 


sat + 2a-7=0 
a 1 
la-1)[52+7)=0 
7 
Do a-1=0 > a2d > bgr=t > gt + o x=10'=10 


mM 5a+7=0> Fa=-715' (Noes solución) 


El conjunto solución de la ecuación dada es: S = (10) 


Resolver las siguientes ecuaciones: 


1. log(2x + 5)=2 4. logSe-6)-2=0 

2. log.bé-2x)-3=0 5. topé -log5tx=2 

3 10%, ber 5)=2 6. Jog6x + log(x - 3) - log3x=0 

7. 2logx-3logui2 = toga 10. logube+ 2)" -log,(2x=5) =2 

8. logx+2)=1-togulx- 1) 1. 3005 -x) =log(35-x) 

9. log(x + 5]? - logíx + 5] = log2 12. tog/2x+3 + log /7x+4 =1 +logt,5 
13. log¿2x- Blog +8=0 14. 2log;Íx + Slogyx=3 


15. 16. 109,4x +09, =I09y2px=7 


RESPUESTAS TALLER 
1 
S=(98) 9 S=(3) 13. S=(16) 
S=(M2) 10. 5=(M S= (031127) 
1. S-2.3 15 5-1 
12 S=8 16 


1 s=2 
2 S=(24) 
0 

31 


NIVEL 1 


Ejercicto (): Sr Log a = »; entonces: 
Log 108, es igual a 


cx 


Ejorcicio(): StLogp=x. entnces: Log Y 
pr 


AJO +x BJ 10x D)2 EJtex 


CAS 


Ejerciclo Y): St:Loga=myLogb=m 
entonces. Log Ya/b ; esiguala 


Ajm-0 B) pan C) mon 
D) mn E) Yn/o 


Ejercicio (): Log 10* es equivalente a: 


A)1+3LOgX Blog C)3Logx 
Da E) Ninguna de las Anteriores, 


Ejercito (): si: Log Ya? <0,4 entonces el 
valor deLogx, es 


AJZ5 B)1 c)-1 D2 E) 5/2 
Ejercito): Sttoop=a: 

entonces: Log(pI) es: 
A) yz Bla Logr C)qLogr 
Dja-" E)Logp+Logr 
Ejercicio E): Log x + Log (1/4) equivale a 
Ayatogx  BI3 Citogx 
D)-23 E)-2Lo9x 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
LOGARITMOS 


Ejercicio (): El Log, Vas es iguala: 
A)3/Z B)-3/2 C)-2/3 D)2/3 EJ2 
Ejercicio (): Logx-3; equivale a 
Logx Log x 


a 
2000 


Blog Cc) 


1000, 


Ejercicio): St: x= Logza; el alo de: "x +1 
es igual a: 


D)tog1000x Er L00(| 


A)2loga B) Log,a? C)4Loga 
Djlogza — Ejlogaí 
Ejercicio Í): 109 [12% equivale a: 
a 

A) t+3Loga — B) 1-¿Loga c) Juega 
D) 1-3Loga a; Loga 
Ejercicio $): Log (22-20 + b%:esiguala 

la - b) 
Aja:b BjasbC)a DD EJ2 
Ejercicio (Í) : En a Ecuación 
Log, 5:59) 5Log | valor de “x” es: 
AJO BJ Cr10 DJ2 EJ20 
Ejercicio (f): En la Ecuación: 
Loga(2x + 21) - Log, x=2. El valor dex" es: 
AS BJ Cj21 Opa EJ2I8 


Ejercicio ([): En ta ecuación: 
Log, (2x+3)-Log, (X-6) =1;0l valor dew" es 


AJ21 B)J-6  C)3 D)27/% Ej-z21 


Ejercicio (Í): El desarolo de la expresión 
Log bé -7x + 10) es: 


A) 2Logx-Log7-Logx + Log 10 
B) 2Logx-Log7x + Log 10 

C) Log (x - 5) + Log (x-2) 

D) 2Logx-Log7 

E) Ninguna de las Anteriores. 


Ejercicio ) : El desamolo de la expresión: 
Logla-b es 


A)3Loga-3Logb 

BLog at? 

CJ3 Log (8-0) 

D) Log (8-6) + Log(2?+ ab +b% 
E)3Loga/o 

Ejercicio 
Lega: 
AjLogx+ Log(x-1) 
C)2Logx 

EJLcor 


Ejercicio Y : El valoro la expresión: 
Log 100 + Log, 128 - Log, 625; es: 


+ El desarrollo de la expresión 


B)2Logx-1 
D)2Logx-Log1 


AJO B)S C)-10 D)-5  EJ397 
Elvetor delo espresón 
Log0.0 + Log, 0.0061, 
AJ20 B)2 CJ2 DJ1 EJOS919 
Ejercicio Í : El valor de la expresión: 
e 210Ñ6* ; os 
m)5S BJ96 CIS 6 Eo 


Ejercicio (£) : El valor de la expresión: 
Log, 0.25 + Log, 0,125 - Log, 0,0625; es: 
AJI BO 02 


Ejercicio (Í) : Elvalor dela expresión: 


DJ-3 EJ 


as 


B)7 


on ma es 
Era): svaterseran a sprsón 


Loo,r 90 
apzi6 8125 cjo1r 0) 216 Ejoa 
125 
Ejercicio (Í) : Elvalor de Y ena expresión 
log 1Íl ases: 
as 


m5 
D)s 


B)0%5  C) Impositie Determinarto 

Ei 

Ejercicio (Í) : El valor de Sr'en a expresión 
Log,¿X m 25 083 

A)J25 B)=2%0 CIU Da EJOs 

Ejercicio (Í) : Elvalor de *x enla expresión: 


Logo. 0.064 =x; es: 


AJA B)1G Cj64 DJ3 EJGO 
Ejercicio (2): SiLog2=0.3yLog3=0,47, 
el valor de l8 expresión: 


Log 6-Log 108 + Log48; es 
AJOS BJOAS C)1,37 D)107 EJO17 


Ecco $ tego cergis- om 
AS 


Log75- Log 125 + Log 45; es 


AJOAT B)141 C)OD DJO 9% EJ03 
Ejerciclo (): Si: Log2=0,30 y Log 5 -0,70. 
entonces, éÍ valor de la expresión 

Logs Log es: 
AJ0.70 B)0.40 01,30 
D)1.60 EJ Imposible Determinarto, 


NIVEL 1 


Ejea f): Se usaras de ogatnos 
: 
ia, 


calcular: 


Log_36 


A)YA B)1/8 C)WZ D)16 EJNA 


Ejorciog): Si Log, 3=x: Hala Log 
s 6 6 
4 5 o 
LE ee EEE 
prob 
a ar 


Ejecoof): Cati two de 


1 024 


Log, 3Log, 4.Log, 5 Log, 6 


A)100 B)10 C)1 D)O  EJNA 


Ejercicio (): Log a + Logb=Logía + bl:siy 


sdosi fa'b> 1) 

Aja 9) 

A a 

D EJab=2 

2-5 

Ejercicio): si Yxsab — Viab = ab; 


Vx+ab + Vx-ab = Logy señalar el valor 
dey 


Me Bo cie oa Eo 
ejercicio $) : A resolver la ecuación 


Logaritmica: 


Log(2-x)+Log(3-x) 
solución es: 


Log2+ t;su conjunto 


A)(7;2) B)(-7:2) CM D)(2) EJt2) 


Ejercicio): tar un vo de Ven 
Lor Stop 23 


ms m6 gs ms mz 
Ejoriiogh: incre de: 
7 
bg dical = 11 099 
log 20 
AJ25 B)4  Cj4 D)22  EJ5 


Ejercicio (Je Resower: x'” 


e indicar el producto de sus raices. 


AJ102 B)10? C)10 D)10? Ej 


EL Matemática YE 


a BJ3 


E Apn; 50 
Ejercicio () : Resower Er a 
A AA Ejercicio ÍA : Calcular el producto de las so- 
ay1 Ba cp ma ms [eonesde 
Ejercicio fÍ) : Sabiendo que Eli Li E 
2-92 3 
1og Ya” (s-202) =£ (0) ; 
E aldea eeNz cvs 
5 
a] D)8Y3  ENA 
caca 109, [o (V2+1)] 
] 


Aja B)b C)-%a D)-% E)O 


10| 2B| 38 | 4D] SE 
Ejerioo : resoverparaX: eel zo| aa] 90100 
mol 128 |13.8 


a ro 
Log (2x-1)" + Log (1 -=.0. 


EJERCICIOS TOMADOS EN LOS CONCURSOS DE MATEMÁTICA 
Organizados por las Academias: 
César Vallejo, Trlce, Pitágoras, Sigma, Allo. 


A 


ai B)2 as E EN 


62, (2,2)- 7 = 19, (9,) 
Pm AO 
(La base 10 del 


log, x= ES log,,x= 9. Jogaritnode”x'se logx=9  Apta.D 
sobreentiende) 


0 


CN anuel Qoeñas Haguiic? 


logb 
O) suxtoga+ybogb=l0g (ab). Halar: 1292 
da pi 


Mx mat ál ys Ey Y 
tey ya my xy 
Resolución: 


Aplicando la propiedad: log (A B) = logA +IogB ; obtenemos: 


xloga+ ylogb = loga+logb ; transponemos términos: 
xloga—loga = logb—ylogb ; factorizamos en ambos miembros: 


A (1 >. 219 
(«1 loga-= (1-y) logb=e -. 1 PEloga: Apta. C 


O talas: eg, xeog dog a? 6 


m4. B)2 03 Ds EJNA. 


PO: 
109 xo 249%, 3 109% _. e: Aplicando la propia: 109 An IEA 
tg ne 2 29x,Li09x - 5 


2092 8 log2 
log, xr log, x+log,x 


' 
m 
a 

E 
Ñ 
ES 


O Eteomar: S = log,32+log, (1/125)+log ¿2ONzT 


A)64 B)6.23 Qs D)5 Et 


wi2s=5* ; 62528 


A TA 


Luego = log, 24 log 5*+log 3%”; Aplicandola propiedad: log A” = 2 
A ES 
Obienemos: S = E) (3)(22) - 53,12 
Al Us)" 20 
Damos común denominador; obteniendo: S = 250-75:+448 _ 623 _ p7y 
100 100 
pia. 
si POS Er Entonces: Pg tE 
A2 BJ c)9 Da EJ NA. 
(2x+0)4 (447) = (2418) — ; Resomendocicha ecuación, se biene: 
2XA1O = 2018 => 8 
2.3 E 
Luego: - B= Pra .g.: lg _x=9 AptaC 
1 +, E Ye 
Sea; el = 2%", Hallar: Antlogx 
Ar Br c)3 DE EJ6 
Resolución: 


Tomamos "log"; en ambos miembros: 


olaa UE 
1 


bae" = tge- log2 = xTe - Bye voz > [EE 
Luego: — Antilogx=Antilog x= 10% A 


—+ se sobreentiende 


Reemplazamos (1) en (1): 


Amiga 100 2 AtlOg 2 ptas 


En la calculadora hay una 
"número positivo a cualquier potencia. 


2] que permite clovar un 


4 
Por ejemplo para calcular (0,957 hacemos: 31 


095 [ +] 2 =[ y ] obtenemos el resultado. 


¿Por qué para (-2)'la calculadora da -8 y para (23% se encapri- 
cha y da crror? 


La media y la calculadora 


Las calculadoras que tienen funciones estadísticas permiten calcu- 
larla media de manera muy simple. 


En la máquina debe aparecer la notación SD cn la parte superior de 
la pantalla. 


Para acumular los datos hacemos: 
1er.dato [x ] frecuencia. [M+] 
20, dato [x ] frecuencia - [Me] 


Luego de ingresar todos los datos, apretamos la tecla X y obteno- 
mos la media buscada. 


SCaprtato FUNCIONES: 


141 


EXPONENCIALES: 
Y LOGARÍAMICAS 


FUNCIONES | 


El concepto de función es muy importante en Matemática, En matemáticas elementales una 
tunción, establece usualmente una comespondencia entre dos conjuntos de números tales 
que 2 pares ordenados dilerentes no tienen el mismo primer elemento. 


Existen muchas maneras de establecer esa correspondencia, ya sea por tablas gráficas, 
fórmulas etc. 


*) - Elcostodelenviode un paquete por correo, está determinado por su peso, un emplea: 
do postal puede estimar el precio del envio mediante el uso de una tabla en la que está 
indicado el costo para cada peso. 


+). Lasgráficas se utiizan para relacionar datos estadisticos como por ejemplo: el núme- 
ro de estudiantes que cursan Ingonometría en determinados años. 


++), Lafóqmula: A= rf, permite calcular el ¿rea de un círculo si se conoce el radio (A) 


"Nene que vada uno delos métodos anteriores establece una correspondencia entre dos 
conjuntos de mimeros. 


UNA FUNCIÓN CONSTA DETRES PARTES. 
1. Un conjunto llamado “Dominio” de la función 


'Un conjunto asociado llamado "Recorrido" de la función cada elemento de ese conjun- 
10 es la imagen de cuando menos un elemento del Dominio, pero no puede existir 2 
imágenes para un sólo elemento del Dominio todo conjunto que contiene (propio o 
impropiamente) al recorrido recibe el nombre de Codominio, Contradomímo o Rango 
de la función. 


3. — Enccursos más avanzados una función se define, en Términos de conjuntos como si- 
gue: 


po anuct Poveñas Haquiche E 


141.1 DEFINICIÓN: 


Una lunción es un conjunto de pares ordenados, tales que para cada primer elemento del 
par (x.y) existe un segundo elemento determinado en forma única. El conjunto de los prime- 
ros elementos se lama Dominio y de los segundos Recorrido o Rango. 


14.1.2 NOTACIÓN: 


Para las lunciones se uliizan notaciones especiales. La regla empleada se designa corrien- 
temente por: 9,1; sen; tg y otros símbolos. La letra"x' representa generalmente un elemen- 
10 arbitrario del dominio de la lunción y recibe el nombre de variable independiente. La letra 
“Y se utliza comúnmente para representar una Imagen arbitraria y recibe el nombre de 
variable dependiente. 


El símbolo f(x) denota la imagen asignada a "x” por la función f y existe dos maneras de 
pra "fan y “oex | , 
Ejemplo 1): Shtenemos los conjuntos: A= (1,3,5,7) y B= (2,4,6,8) 
Luego, una función de A en B, se escribe como: 
f= (0.30: 6.5: 78) 
LLO Pares Ordenados. 


3 DOMINIO DE LA FUNCIÓN *f * 


Se le representa como "D/”, es el conjunto de los primeros elementos delos pares ordena- 


dos en una función, siendo estos: 
D,=(1.3.5,7) 
4 RANGO DE LA FUNCIÓN */* 


Se representa como"R|“es el conjunto de los segundos elementos delos pares ordenados 
en una función, siendo estos: 


A, =(24.0.8)' 
Ejemplo 2]: Dadostos conjuntos: A=(2,b,c,0) y B=(p,q.r.) 
Luego, una función A en, se escribe como: J= ((0p):(b:: (en: (0:) 


Don s0) fangode JE): 


EL Matemática 8 


14:15 GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN: 


Como. una función es Un conjunto de pares ordenados (xy). la representación grálica se 
hace en el plano cartesiano. 


Ejemplo 1]: Graficaria función: y =2x - 1, determinar su dominio y rango. 
Resolución 


Para construirla grálica en primer lugar se realiza la tabulación, como veremos a continua 
ción. 


ya A E 
x= y=20-1 + y=t 
xo y=2M1 > y=3 
1.2 > yd + yo 
2 > > y=s 


Luego, conlos valores obtenidos los ubicamos en el 
plano cartesiano, veamos: 


Dominio: Sontedos los valores que puede tomar" 


D=<.+.> 


Rango: Son tados los valores que puede tomar y" 


CREES 


Notas: 

1) Larepresentación <a. b> se llama “intervalo abierto” y significa quese deben considerar 
¿atodos los números entre “a” y “b” osea 5e excluye alas extremos “a” y “b” (mejor dicho 
na se consideran) 


EN asacel Coveñas Haguickaé 
Se deben considerar todos los números entre -3 y 7; pero no a los extremos (-3 y 7) La 
forma de expresar que ls extremos no son porte del conjunto de números, es con dos 
bolas vacia lol eomo se muestra en figs. 


1) La representación (a, lb] xellowa “Imervolo cerrado” y significa que se debe considerar 
atodos loz números desde “a” hasta “bh” mchudo esto 


Ejemplos 1]: Representar gráficamente: x e [2,7] 


765442101234 567 89 


Lastoltasegreadas sigrfica que en el conjunto de números, se debe considerar a los extremos. 
Ejemplo 2]: Trazarla gráfica de lalunción:  J=((.yYy=Y% ;x20) 
Determinar su dominio y rango. 

Resolución: 


-  Enprimertugar, tabutamos dando valores a'x” 2 cero ya que si damos valores meno- 
res que cero, resultan imaginarios 


En segundo lugar los valores que le damos ax”, deben ser números que tengan raíz 


cuadrada exacta. 
y=x% 
x=0 > y=0 
x=1 as y=t 
x=4 > y=2 
x=9 > y=3 


Luego, los valores obtenidos los ubicamos en el 
plano Caresiano, veamos: 
D,=10.+> 


(0,40 


2345678 


E Matemática E) 


OBSERVACIONES. 


1 Enel campo de los números reales la raiz cuadrada sclo liene valores posttwos. 


M) St tuviéramos un gráfico de la forma que se muestra, ya no sería una función, por lener 2 
pares ordenados con el mismo primer elemento, veamos la gráfica, donde los pares ordena- 
dosson: (x.y) y (X.Y) 


Tienen el mismo primer elemento 


Propledad: 


La gráfica de toda lunción tiene la siguiente propie- 
dad; cuando se traza una recta vertical por cual- 
quier punto de su dominio ntersecta a la curva (grá- 
fica) solamente en un punto. 


Portabulación, obtenemos: — [ y=1 


valor absoluto 


y=l0l>  y=0 
y=lsti>  y=t 
y=lazi>  y=2 
y=lasi>  y=3 


Luego, los valores obtenidos los ubicamos en 
el plano cartesiano. 


Domino: 


Rango: 


Ejemplo 4]: Encontrar el dominio y el rango de lalunción y trazar la gráfica 


- La expresión dada se puede escrbir así 
y=3 xs 
4osx> 


Dominio; — [D=<==.+=>=R 


A ETT) 


141.5 FUNCIÓN LINEAL: 


La función lineales de la forma: f(x) =ax+ b, dondea, be F(A= 
Iunciones lineales o de primer grado, las siguientes. 


FO0)=2x-3 3 glas: Mb) = 3x4: etc 


- La expresión gráfica de la función lineal es una recta. En caso de que una de las 
vanables sea acotada, la gráfica de la lunción es una parte de la recta. 


Para graficar una recta basta conocer dos de sus puntos. Los más apropiados son los. 
interceplos. ' 


'Unintercepto con *x” es un punto común a la recta (o curva) y aleje, para determinar- 
lo en la ecuación dada se iguala a cero la variable Y” 


-  Unintercepto con“Y' es un punto común a la recta (o curva) y al eje y, para determinar- 
lo en la ecuación dada se iguala a cero la variable Y. 


Ejemplo 1): Graficar y hallar el dominio y rango de: — f0)=2X-3 
Resolución 
¡Como es una función lineal bastará ayudarnos calculando las intersecciones con los ejes. 


-  Intersección con eleje 


> mara 
y-2%-3 
O=2x-3 

- [32 


«| 10=y 
Ñ a |» (merceptocony) ,  Latunción pasará por tos puntos 
E a) APRA D- (0.-3)y (972.0) y se tendrá: 


Domino =<==,+0>=A 


Pango= <=, +0>=R 


Ejemplo 2): Graficar y hallar el dominio y rango de- gl) =-3x+S ¡ke [-254> 
Resolución. 


En este caso la gráfica de esta función es un segmento ya que la variable "X'es acotada por 
elintervalo [-2,4> 


== 
x2-2 


-  Ahora,hallamos los extremos del segmento así: y =-3x + 5 


Para 2 ys 


> y=3a5 > 


x | y=90)=-2%+5 


Dominio: Dg=1-2,4> 


Fango: Ro=<7111 


Ejemplo 3): Graficar y hallar el dominto y rango de: hx)=3x + 1; 25x<5 


> Coses Vague? 


Resolución 
Trabajando tan ¡gual que el problema antenor, obtenemos: h(x)= 3 +1; 25x<5 


[323] ls 122 


1) x<s 
Luego: Para [x=2] > y=aaasr > [y=7] 


Para [x=5] > y=250+1 > [y=16 


Dominio: Dh=12,5> 
Rango: — Ah=17,16> 


Gralicar y hallar el dominio y rango de las siguientes funciones Ineales. 


La sx c([-1,3] 
2 lm)=Sr+ 3: sixe<2:11 
2 oa sxel3:11 
4 Six e<1:8] 
5 six el3:6> 
5. six el2,4> 


EL Matemática 
14.17 FUNCION CUADRÁTICA 


ES ES 


La función cuadrática es de latorma: — /()=a'+bx+c ; dondeja.DyceR 
Son funciones cuadráicas o de segundo grado las siguientes: 
IN A 


-  Larepresenteción gráfica de una lunción cuadrática es una Parábola que se abre ha- 
ce arba o hacia abajo. 


- Toda lunción cuadrática (x) = ax? + bx + e; puede ser escrita de la formas (x h? =M(y 
+), Donde el punto (h.k) es vértice de la parábola. 


Ena ecuación, bh = My 0 
Sí M> 0, — entoncesla parábola se abre hacia amba 
Si M<0, - entoncesla parábola se abre hacia abajo. 


Ejemplo 1] : Ubica en el plano cartesiano et véntice Víh.k), hala el intercepto con el eje y. 
Esboza te gráica de ta ecuación 


Way -2 
Resolución 

La ecuación — (x-4?=3(y-2), ene la formas (e - hy? = My -K) 
Siendo: k=2 y M=3 


¡Como*M" es mayor que cero. la parábola se abre hacia amba así: 


Para hallar el intercepto con 'Y" hacemos x = 0, 
obteniendo: 


Ejemplo 2/: Ubica en el plano cartesiano el vértice V(h.k) Hallaelinterceplo con el eje*y”. 
Esboza la gráfica de la ecuación. 


ha ?=2y +1) 
Resolución: 


un Manet Corcñas Haguieke: 


La ecuación: 


(e =2y+ 1) tiene lalorma -AR=My-k) 


Porcomparación: — h==4 
¡Como M <0; la parábola se abre hacia abajo, veamos: 


Para hallar el intercepto con "Y" hacemos: x = 0; obtemendo: 

bay +1) 

(0+4%=-2y+ 1) 
16=-2y+1) 
Beyst 


y=9 


Ejemplo 3!: Graficar y hallar el dominio y rango de: f(x) =3X'-6x + 5 
Resolución. 
“Completando Cuadrados” doy a la ecuación: 
y=3%-6x+5, — lalorma bai = My) 
Para completar cuadrados se aplica los síguientes pasos: 


a) Elcoefidente dexf debe ser1; para eso dividimos entre 3 cada término de la ecuación, 
veamos: 
5 


A] 


2 h- 
e 
Al coeiciente de*x"o sea 2, le sacamos mitad y se eleva al cuadrado así: 


Coelidemtede*x'=2 > sumiad =G=1 
Elevamos al cuadrado =12=1 
Luego, le sumemos y le restamos el resultado 1 hallado a la expresión (1) Obteniendo: 


A 1 MES 
erp + q tz 
(A A 


bar. > (1 
ad 402 
a” 
Está expresión tiene la lorma: a =M(y=K) 
Porcomparación: —h=1i k=2 y M=Y 


- — Elvértice dela parábola es" V(NK)=V(1,2) 
-  ComoM>Ola parábola se abre hacia amba, veamos: 
- Para hallar el miercepto"y” hacemos: x= 0; obteniendo, 


A a 
1 ñ 
AR 1 02 


day 2 + yb 
(ee Df =R 
Rango: Af =(2+=> 


Ejemplo 4 |: Gratcar y hata el domino y rango de: Y (0)=24?- 121.222 
Resolución 


* Completando cuadrados” ala expresión y =2x- 12x + 22, el coeciente de xZdebe ser 
1, Para conseguiño dividimos entre 2 a cada término de dicha expresión así 


0 


- Al coeficiente de» le sacamos mitad y luego lo elevamos al cuadrado. 


Coeficiente de*w"=6 sacamos mitad =$ = 3 
Esevamos al cuadrado =3*=9 
Luego le sumamos y le restamos el resultado halago, ala expresión () obteniendo: 


MPa arcas Mogade O 


A AS 
A ES 


Pi 


1 2 
ly <a) +2 > 
y 0-9) 


Esta última expresión tlene la forma 


Porcomparación: —h=3, k=4 y M=j 


- — Elvértice dela parábola es V(hx) =V(3,4) 
- — ComoM>0,la parábola se abre hacia arriba, veamos: 
- Para hallar el intercepto con "y" hacemos. x =0; obteniendo: 


0) 


(0-37 =3 14) + 93 0-4) 
18=y-4 
y=22 


Luego: Dominio; D/=<-=,+=>=R 


Rango: Af= [+4 0m> 
Observación: Re» sigufica que soma sados los números rales 

Ejemplo_5|: Graficar. haliar el domino y el rango de: gx) =24? - 16x +29 : x e [1.5> 
Resolución 


“Completando cuadrados” a la expresión: y =2x? - 16x + 29, el coeliciente de x? debe ser 
1. para conseguirlo dividimos entre 2 a cada término de dicha expresión asii 


e Y o 


FL PHatemácica El E a. 


Luego, al cosficiente de "le sacamos mitad y lo elevamos al cuadrado | 


Coeficiente de"x = B; sacamos mitad y lo elevamos al cuadrado as 


Coeficiente de *x" 


acarrea E, 


Elevamos al cuadrado =4?=16 


Luego, le sumamos y lo restamos el resultado hallado, a la expresión (1) obteniendo: 
Y . 


2 y 2 
Pt ad 
—Ú———=>=>3 


3 


5 a 
204 -2 El 


Esta última expresión tiene la forma: — (x - h)?= M(y-K) 

A E 
- El vérie de apio VIA) =V(A) 

- Como > 0. parto se abre naci ai, vans. 
- Como la función g(x) = 2x? - 16x +29 


Esta definida sólo para [x e [1,5>, hallo los puntos cuyas. 
Primeras componentes son: 1 y 5 


Tabulando: 


Para (x=1] y=21?-16+28 > 


5]y-267-16(59+20 


(Cerrado) 
(Abierto) 


Ejemplo 6: Grafica, halar el dominio y elrango de: 0) 
Resolución: 


> 


“Completando cuadrados” a la expresión: y =x?+ 10x +19, el coeficiente de x* debe ser 1 
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En este caso yalolenamos, Además al cosiiente de "se lo saca su míad y luego sele 
eva cuaciado así 


Contar de 10 cinc ad 0: 
Eleamosal anno =5?=25 
Luego, le sumamos y le restamos el resultado hallado, a la expresión (1), obteniendo: 
y= + 10x+25-25+19 + y + 2(x)(5) + 556 


RA 
y=(c+5P-6 > Mrsray+o 


Donde: — [bx +5P=1(y +6) 


Esta última expresión iene la loma. (x -h]? = M(y +6) 
Por comparación: — h=-5 k=6 y  M=1 


-  Elvénice de la parábola V(t,k) =V(-5,-6) 


¡Como M> 0, la parábola se abre hacia arriba, 
veamos 


-  Comota función Mix) =x? + 10x +19 


Esta delinida sólo para x € <-7, 1 > hallo los 
puntos cuyas primeras componentes son: 1.-7 


Tabulando: 
Parax=1 > y=(e Ion + ts + [y=30 
Parax==7 > y= (TM 100m+10 [122 


Luego: Dominio: 


lA Ubica en el plano cartesíamo el vértice V(h.k); halla el intercepto con el eje y. Esboza la 
gráfica de las siguientes ecuaciones: 


1 (Fay > (a 2) --F0-5) 
2 me v+3 . Ar y 

3 (r=210 ey 

4. (+ 0 =5y 57 =-2y 


Para cada función siguiente: 


- “Completa cuadrados" y dale la lorma: (xhy?= MG -K) 
Hala su intercepto con el eje y.Gralicala 
Hala su dominio y su rango 


9 f=3%-6x+9 14. f()=28-6X47; xe (1.4) 


10, 409=2x*-10x+13 15. 00) = 


2x-Bx- 5, x e 19,t> 


1. 09= 28 -4x-6 


1 
4 
| 16. gu) == 4 2x1] 
| z 

| 


me amet 


17. =D Ax M1, xs <> 


19 00 a E . e 20) 


9. v0.5) Dominio: DJ =A 12 Vs) — Dominio: Df =R 
Rango: Rf = [6,=> Rango: 
10.V=(S/2,-1/2) Dominio: Df =R 13. V(9,-413) Dominio: Dg=R 
Rango: Af =[-112,.+=> Rango: Rg=(-4/9,0 
11.V61.4) Dominio: Df =R 


35 
14. V(5.3) Dominio: [1,4] 
IS 720 E 
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239 Domino: [31> 17.VE1) Domino; <4,1> 
Rango: 15, Rango: 
16.V(1,3/2) — Domino: [-1,4) 10.V(3,6) — Dominio: <2,6] 
Rango: 2,6] 
Rango: 


A continuación estudiaremos la adición, sustracción y mulipicación de lunciones, 


1. La función suma se denota por (f +9) (x) y se deline por: 


Veo = 00 +90: xc(0,D) 


2. La lunción dilerencia se denota por (f= 4) (x) y se deline por: 


U-9160=f 60000: xe (0, 0D) 


3. La lunción producto se denota por (Lg) (4) y se define por: 


100 = 00.90% x< (0,00) 


Ejemplo 1): Dacaslas lunciones: —f()=x+6  xc<27 
AS 

Definir y graficar la función: f + y 

Resolución: 

Dados: [pus xe<27) 


9h)=x- 2; x 0 19,12> 


Luego: (f+glby=2r a + [y =20+4] — (Nueva función) 
¡a | 
* El dominio de esta nueva función os la intersocción de los dominios de f y de y. 


fra, 


e 


ER Matemática E TN 
Luego Duo 197 
2 UegMA=arrs ela 


y=2x+4; xel67) 


Ahora calculamos el rango de la nueva función] 


Para: [x=3]> y=20)+4 > 


Par [x=7]> y=2M+4 


Al 9) = 110,18] 


La gráfica de la nueva función sería: 


Ejemplo 2] : Dotorminar (f- 9) (x), gráfica, haña su dominio y rango. 
10=3x+2: xx el4,5> 


mx 


x el2.8] 


Resolución: 


¡eta xe (4,52 
alp=x-3;  xel2.8] 
Luego: (O) 2x3 
y=2x+5 (Nueva función) 
* El dominio de esta nueva función es laintorsección e los dominios do y de q. veamos. 


Luego: DY- 0 
2 UM e 2.5 
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y=2x+5 xo F2,5> 


Ahora, calculamos el rango de la nueva función: y = 2x + 5 


Para: 


y ADS 


Para [x=5 pp y=2)+5 + [y23] 


Rango: 
La grálica de la nueva función sería: 
x y 
221 
<s [19 


Ejemplo 3] : Determinar; /.9) (+), gráfica, halla su dominio y rango: 
fd=x+ti xeL3,4 
DU0=x- 3: xe(1.5) 


Resolución. 
10 x 613,4) 
is le 3; red 
Luego: ANA Da 
EN (Nueva función) 


* El dominio de esta nueva función es la intersección de los dominios de / y de g, veamos: 


Luego: 0 Y-o)= 11.4) 


Uma 3; xel1,4) 


PE] 


E 3 — ME 


Ahora para graficar 


Ala función: 
cuadrados” 


4 - 2x - 3, le demos la forma de: (x - hi? = M(y - k) “Completando. 


y Reno e 1,4) 


y=( Pas (IF) 


Por comparación: 
(17 =1(y+4) 

+ [ves =v0.0) 
A) [vest-veo] 


¡Como M>-0, la parábola se abre hacia ariba, veamos: 


Dela función: y=x"-2x-3 


Para: [1] + y=E1%-202)-3=0 


Para: [x=4] > y=(4%-244)-3=5 


En 
z Luego: 
Lc] Mb Rango: A(J .0)= [4,5] 
«|s 
Ejemplo 4]: Dadas las unciones: — f()=x+7 3 e bn.) 
d=x-d ete] 
Determinar: (f — 0) (o. graficala. Halla su dominio y su rango. 
Resolución: 
1O=x+T ceba) 


osx e <1.8l 
Logo Dra 10 => [y=10] (nuevatunción) 
* El dominio de esta nueva función es la intersección de los dominios de $ y de y. 


<a | 10 
| 10 


Ejemplo 5): Dadalasunciones: — f()=2%-1 xe<4:8) 
900)=>-2,  xe[1:6> 


Determinar: (/+ 9) (+) graficala. Hala su dominio y su rango. 


Resolución: 
ñ (iaa a xe<:8] 
02: xe -1:6> 

A (Nueva función) 


* Eldominio de esta nueva función es la intersección de los dominios de f y de 9 


5 


SPA 


Luego: DYf+g)= 


2 (AD ett) 


y2-3 xe br) 


“nora para graficar a la función: y == 3, le damos la forma de: (<-hF = My lo, así: 
yar-a > yaa (a Dor 


(+0 7=1(y+3) 


Porcomparación: — h= ; M=1 > VIMK)=V0-3) 


EL Matemática 8] Jn 


¡Como M> 0, la parábola se abre hacia aniba, veamos: 


Luego: — Dominio: (f+9)(9=1-1.5) 
Rango: (f+9)(0=1-322] 


1. Dadas las funciones: Momsen e paz 
OR es 
Determinar: (f +9) () graficala, hallar su dominio y su rango, 
Z Dadas las funciones: 10D 1, 
OS xe <dt> 


Determinar: (f + g) ( graficala, hallar su dominio y su rango. 


3/ Dades tas funciones. M0=5x+ 3x4, 0% 
TS 


Determinar: (f+ 9) () gaficala, halar su dominio y su rango. 


4; Dadaslas funciones: TE e 2 
OS 


Determinar: (7-6) (, gafícala, halar su dominio y su rango 
5 Dadas las funciones: 


Determinar: Y -o) (x) raficala hala su dominio y rango. 


6: Dadas las funciones: 100==3X4 2 xe 05, d% 
a) 22 e (3,5 


Determinar: (f- 9) ().gralicala, halar su dominio y rango. 


Manel Coueñas Haguiche” 
7 Dades las funciones AE ad 
9) x-2 x*e<3,5] 


Determinar: (f 9) (0) graficala, hallar su dominio y rango 


8: Dadastas funciones: M0=x+3 re 13,6% 
axe (4,2) 
Determinar: (9) ()grefiala, hallar su dominio y rango 
10 Dadas tas funciones: Mx ree >; 
2-2 02 4 


Determinar: Y -0) (0. galiala, alar su domino y rango. 


10; Dadas las funciones: O 
Mtro 6,3) 


Determinar: (f + 9)/2), gralícala, hallar su dorrinio y rango. 


Dadas tes tuncionos 1O=2é +3 xet2,s: 
da xel4.2] 


Determinar: (f - Mx). graicala, hallar su dominio y rango: 


EE veces asturianas. Ja 
9-23, 


Determinar: (/+ gN%),graicata, haltar su domino . 


RESPUESTAS TALLER 


Dominio (f +g)=1-2,5] Í 7. Dominio. 


Rango — (f+9)=t68] ! Rango 
Dominio. Y +gI=<1:1> | 8 Domino 

Rango f+gi=<zts | Rango 

Dominio. (+9) =l-2,3> 8, Dominio 

Rango (f+g)=<-7,31 3 Rango 

Dominio (Y -9)=E22] 10. Dominio Y +9=19:3] 
Fargo — (U-9=L10:101 | Rango — (Y +g)=1422 
Dominio (f -9)=1-2,5> 11. Dominio (f- 

Rango Y-9=(M , Rango U- 
coo MAS +12 Domino Y +al=E211 


Rango U-gi=<3a Fargo Y +gl=1012 


ZE Matematica 


ON] 


Veamos ahora como se define la lunción exponencial 


Sea; “a” un número real positivo derente de 1, la tunción exponencial de base “a” está 
delinida por: 


¡Como quiera que a > 0, por la condición, entonces a" es siempre positivo, para todo x e A; 
poro tanto el rango de la función f está formado por todos los númoros reales positivos. 


Esto signilica en consecuencia que et rango de Y está lormado por el conjunto de todos los 
reales positivos. 


función exponencial de base “a” es: 


a>0 art 


y 


El rango nos indica que la gráfica de f(k) =a* se encuentra sobre el eje x 
- Como ejemplos podemos decir que las funciones definidas por: 
+ 1 e Lo 
A 
son funciones exponenciales; en cambio, 
10) =(2y: 90) (19: y k0)=00 
o son funciones exponenciales 


Ejemplo 1]: Dada la lunción exponencial por f(x) = 2", construir su gráfica, hallar el 
dominio y el rango. 


B———>—Parl Poreias Haguihe 


Ejemplo 2/: Constuirlagrálica de ta función exponencial definida por:g(+)= (5) ; halar 
el dominio y ol rango. 


o | ari 


a | ary=2 


2 | (et=. 


3 | are 


(212, 


(er 


(rap. 


Ejemplo SÍ: Parala siguiente función /(+)= 


03, xe<4,11 
Halla sus extremos y su intercepto con'y”, grafícala, hala su dorrínio y su rango. 


Resolución: 


Para hallar la Intersocción con el eje Y hacemos: x=0 m)o =y 


Luego: 6) =2%5 > 


1. > Sila base “a” ex un númema postivo me 
or que 1. fix) = a dismmuye a medida 
que el valor de “x” aumenta. e deci. la 
función es decreciente 

2. Silabase “a” es unnámer mayor que |. 
fu) = a aumento a medida que el volor 
de “x” aumenta. decir lafurciónesare- 
ciente 


TALLER DE 
EJERCICIOS N2 


Del siguiente grupo de funciones señala, cuáles son y cuáles no son funciones 
ú'esponenciales e indique por qué. 


2 (15): 31001 
5 9) = ES) 


6 f09=3* 7 12 
o 9 (Us) 10.900 =3 
Para cada función siguiente: 


a) Halla sus extremos y su intercepto con el eje y 
b) - Grafícala, halla su dominto y su rango, 


[as 257, ett, 
16. 9(x) =(1,5)'*, x.e<2,2] 


120), e 
TES 
=902). xep2.31 


Teniendo en cuenta la base de tas siguientes funciones, indica si son crecientes o decro- 
cientes, 


Ex ariel Cascñas Haguicho 


17. 169 =( day 18.50) = (m9 19. (0) =(0,5)* 
20. 9l)= (0.5): 21.90 = (ny 


RESPUESTAS TALLER 


1. Sies función exponencial 
2. Sies función exponencial 
3. Nos función exponencial porque la base debe ser diferente de 1 
4. No es lunción exponencial porque la base es una variable 
5. No es función exponencial porque la base es un número negativo 
14, Dominio: 1-23) 
Rango: 13/4/24) 
Y 
ES lio 
18. Dominio: E-:1] 16, Dominio: 22] 
Rango: 12:5,5/2] Rango: [2/3,27/8> 
17. Creciente 
y z 18. Creciente E 
19. Creciente 
20. Decreciente 
A + 21. Decrecionte 
FUNCIÓN LOGARÍTMICA | 


Ala tunción inversa de: f(x) 


a >1,>0, se le denomina unción logaritmica de base 


Esta función logarítmica de base "a" es denotada por log, x 


e E) 


EL Matematica 8] 


Por Ejemplo. Dade 9l)=($ 1", suimersa será: J()=I00.0x 
Veamos otros ejemplos: 


Si 90) =(5-)*. su mversa será la función: f(x) = 109,7 x 


Si 90 =(5-)*. suinversa será la unción. (x) = 109 x 


14.41 GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN LOGARÍTMICA 
Enta función f(x) =log, x; la variable 5 toma únicamente valores positos. 
Ejemplo 1 Hala el dominio y el rango de f(x) =lo9x 
Resolución 


Sabemos que: — fla) =lo9,x 
y=togex + [x=22] — (Damos valores a esta expresión) 


Recomendación: Para este po de expresión es recomendable, empezar a dar 
valores ala variable "y", veamos: 


Dominio: D/=<0,+0=> 
Rango: Ry=R 


Ejemplo 2 : Hallar el dominio y el rango de: f(x) = 109, x 
Resolución 
Sabemos que. f(x) =109,1 x 

yoo e y 


Por labulación: 


|| 2] o]|< 


[ur=w8 
ap = 187 


. TALLER DE 
EJERCICIOS N2 


Hallar el domino y rango de cada una de las funciones siguientes: 


16)=l09,x 
y=2+ 097% 

y =3togax 

100 =l0952x 

9h) =1+ 10945 % 

le) =logyx:x e 115, 27> 


pra son 
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Para determinar la posición de un punto P en un plano se le asocia un par ordenado (x,y) de 
números reales, que constituyen sus coordenadas respecto de un sistema de ejes cartesianos. 


x absosa de P. 
y ordenada de 
(ey): coordenadas de P 
PON ye lA 


1 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DEL PLANO. 


La distancia entre dos puntos A y B del plano se encuentra algebraicamente aplicando el 
Teorema Particular de Pitágoras, en función de las coordenadas de esos puntos. 


En la figura se han trazado paralelas a los ejes 
coordenados por A y B , respectivamente, de modo 
que se ha formado el triángulo ABC rectángulo en 
C, donde la medida de la ipotenusa AB correspon 
de ala distancia entre los puntos A (xy. y) y B (%z« 
ya) la que designamos por d (A, B). 


(AB? = (ACP +(B0y 


(MADE = (0% (02 


La distancia entre dos puntos se expresa en la unidad de medida (u) que se halla utilizado. 
para construir el sistema cartesiano. 


La unidad de medida (u) 
que se ulliza para cons- 
wulrelsistema cartesiano 
es arbilara, 


A(A,B)=med (AB) =AB. 


Ejemplo. 1: Calcularla distancia entre los puntos A(4; 6) y B(-2,-2) 

Resolución: 

Sea: (x,3y)=(4:6) : (y) =(2:-2) 

A E A 
AA: 8) = V100 => : HA;B)=10u 

Ejemplo 2. : Hallaria distancia entre los puntos: P(2,1). y 0(9,-2) 


Resolución: 
Sabemos que: P(-2,1) ; Q(3, 2) 


es 


Reomplazamos dichos valores en a fórmula, obteniendo la distancia PQ 


pod arre a) co 
Po listar - Vaso Ve Poma 


Método Gráfico: 


Ubicamos los puntos 
P(2.1) y 0(3.2), enel plano cartesiano, veamos: 
- En el X.PRO aplicamos el teorema de Pitágoras: 
POr=PRT+ RO: 
PRA + 25m 04 


2 ¡po=/3 


EL Matematica 18) n |] 


Ejemplo 3): Mollarla distancia entre los puntos: A(4,-1) y B(7.3) 


Resolución: 

Sabemos que: AG; Ba) 
Ll, [Ls 
—>* Y 


Reemplazamos dichos valores en la Iórmula de dstancia entre dos puntos obteniendo: 


AS 

al la «ta 

AB= VO +16 = 2-5 

AD=S 
1512 PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO 
- Seanlos puntos dados P(x,.yy) y QbGyo 
- Debemos hallar as ccordenadas delpunto 


medio Mx) del segmento PO, debe cum- 
pise que: 


PM=MO 

os Pm 0 
0 o 

Por semejanza del triángulos: 


Armm - 4 mo 


Roemplazamos (1) en (1) 


Porlo anto, las coordenadas del punto medo de un segmento de extremos (xy) y (XY2) 


son 
211% | (óbscisa des 

e x= | puntomedo) >) mz YY 

órmulas) pala 2d 
(Ordenada del 


punto medio) 


Ejemplo: Dados los puntos P(2.3) y O(-4.5). hallar: las coordenadas del punto medio del 
segmento PO, 

Resolución 

Aplicando las fórmulas para punto medio de un segmento se tiene: 


2 


x A a 
ds 
zm” 


Luego, las coordenadas del punto medio del segmento PO es: M(x,y) =M( 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
DISTANCIA Y PUNTO MEDIO 


Problem 1d Demostrar que los puntos. A(2.1). B(22) y C(5.2). son los vénices de un 
tráánguio 


Resolución 


Ubicamos los puntos dados, en el plano cartesiano, veamos: 


= Por distancia tenemos: 


TS 
Via 2 +18 (01 
A A 


AD=5 


BO (8,7) y 


¡Como se observará los lados ABy BO sonigua- — pc /[(s) (a HD (a 


les a 5, esto quiere decir que el triángulo ABC 
es isósceles. dE 
po Vid +(-4) =V9+16=5 


BC =5 


A 
Eno 
Pesolción 


- Sea el paralelogramo ABCD, como se in- 
ica en la figura, 


- Las ordenadas de A y Bl son iguales, las 
ordenadas de C y D también son igua- 
les. 


Dile+b.c) 


- La absaisa de Besa, de C esb y de Des 
(a+b) 


Para demostrar que las diagonales AD y 
CBse dividen mutuamente en partes igua- 
les, determinaremos que los puntos me- 
los de dichas diagonales coinciden 


E LEO 


(a+b) 0+c]_ arboa 
5 m2 3] 2 


¡Como las expresiones (1) y (2) son Iguales, esto quiere decir que las diagonales de un 
paralelogramo se dividen mutuamente en partes iguales. 


preeaacas ] 


Problema $): Hallar el perímetro del triangulo, cuyos vértices son los puntos: 
M2:S); Bay CIO) 


+ Aplicando la lórmuta de distancia entre dos pun- 
tos: 


Cálculo de AB: 


A 
A E 


A = Y 105 
Cálculo de AC. Cálculo de BO: 
ac ol 1 Cal E AS 
acord A E 
PT + leva 


Luego: — Perímetro A ABC =suma de sus 3 lados 
Perimetro A ABC=AB + AC + BC 


= 106 +W/8 + ds 


a] 
Problema $): Demostarquetos puros A(7.5):B(2.3):C157) son os vércos de un bingo 
bese 


Resolución. 


Porimetco A ABC= los + Y8 + 158 = 


- Apicando!a fórmula de distancia entre dos puntos: 


Cálculo de AC. 
AN 
ac li col 151 
ac da al 
Ac = VS 
TN 
- Cálculo de BC: ab VA 
SN A ES 
- - a0- 25 
BC =VI2- 16) +13 -(-2M 
10 = Vi-aY + (107 = Y15+ 100 


nc /1i6 
Luego, para que el triángulo ABC sea rectángulo, debe cumplirse el leorema de Pitágoras o 
ses 

AC AD? «DC 

(Vi) (42) «(10 

las =20+116 + 145=105| (Stcumple) 


Problema (): Hata olpunto de abscisa 3, que diste 10 unidados del punto (3,6) 
Resolución 


Sea: Plky), el punto pedido donde la abscisa x=3 => P(3y)=2 (0 
El punto conocido os: (3), al cual llamamos: O(,y¿) 
Porla fórmula de distancia: 


A 
PO =D Cal +16 (Í > :poro:PO=10 


10 = Y cor +(6-y)  ;etevamos ambos miembros al cuadrado 


A O] 
100 (PH (6- 92 100236 + (6—yP 


6 =(6-yP 
64=6%- 215) (y) + (y 


pa=06- 12? + 28=y 2-12 


0=y? - 12y - 28; lactorizamos por ol método del aspa. 


Donde (y-19)(y+2) 


igualamos cada factor a cero. 


Y y-14=0 > [y=14 MN y+2=0 > 


Los valores, hallados para “Y” los reemplazamos en (1) 


Pr 
=P 

Sa 

Problema (): Si: A(4,3);B(5.-2);C(4,3) y D(-3.:) Hallar la longitud del segmento que une 
los puntos modos de las dagonals de cuacleo AECO. 

Posolución 


Play) = 


'Ubicando los puntos dados en el sistema cartesiano, obtenemos la siguiente igura: 


- Calculamos ol punto medio “P” del segmento BD. 


bs lalo mE) 
ara 


NCRENAÓN 


Punto medio de BD=P(1.1) 
- Calculamos el punto medio “0” del segmento AC 


altri) 


FL Mtucemácicn 8 == Em 


o (00, Catas) 


2 


Punto medo de AC = Q(0.0) 


Ahora, hallamos la longitud del sogmento que Une los puntos medios P y O; siendo sus 
coordenadas: P(1.1) y Q(0.0) 


rol 


A A AS -v2| 


o TALLERDE M5 
EJERCICIOS N* (57) 


Ejercicio '1 : Reprosentar on el sistema de coordenadas rectangulares, los siguientes puntos 


AR). Ba: D(0.6) E(-5,4) 
Ejercicio 2: Representar en el sistema de coordenadas rectángulares, los Inángulos de vért- 
ces: 
2 00): [N (5) 
MOMO (60; (3) 
DR] aa 0.0 


Ejercicio '3': Reprosontar los polígonos de véricos: 


a (32; 


Tas: sa | 023 


b) (50): 


(34: | 03 ea: | 1) 


Ejercicio 4. : Hallarla cistancia entre los pares do puntos cuyas coordenadas son: 


la ea [ua [oe |] es 


[9 


0.11) 


WI. _Panuel Coveñas Haguicie E? 


Ejercicio 5: Hallar el porimetro de los tnángulos cuyos vértices son: 


7. | 03 


(62): 435) 


Ejercicio 6: Demostrar que los triángulos dados por las coordenadas de sus vértices son 
¡sósceles: 


a) (2,2) (508 (16) 


DIOR (5 165) 


Ejorcicio 7: Demostrar que los Iriángulos dados por las coordenadas de sus vérticas son 


rectangulares. 
CIO E] 


b) (105: | a (6-5) 


Ejercicio 8: SiA(:2,5) B(4.4):C(6.-6) y D(2.-8). Hallar la longitud del segmento que une los 
puntos medios de las diagonales del cuacníátero ABCD. 


Ejercicio 9: Hallar el punto de abecisa -2, que diste S unidades del punto (2,1) 
Ejerciclo '10': El segmento que une A(-2,-1) con B(333) se prolonga hasta C. Sabiendo que 
BC = 3AB, hallar las coordenadas de C. 


RESPUESTAS TALLER 
1 
50) 2356 b) 21,30 


10. (18.15) | 


151.3 ÁNGULO DE INCLINACIÓN Y PENDIENTE DE UNA RECTA 


Ángulo de inclinación (a) de una recta es el ángulo que forma la recta con el eje X, medido 
en el sentido positivo y considerando al eje X como lado inicial. 


EL Matematica Bl A | 
y 7 
ful a 
x 1 x 
o<a<% 307 <a < 1009 


Se lama pendente (m) de una recta a la tangente Ingonométnica de su ángulo de inclina 
ción. 


Ejemplos; 


feo, 


Recordemos que dos puntos diferentes de Un plano determinan una recta única, 


Dada una recta determinada por 
los puntos Alk, . yy) y B (Kaya). 
podemos calcular su pendiente 
(m) mediante la expresión. 


Manuel Coucñas Hagulehe* 


Ejemplos: Calculemos la penchente de la recta determinada por los puntos dados 


“ABS Y +C(-3,2); 045,4) 
m- 2 m2 
54 S+.3 
m-2 - m-£ 
1 x hs 
m-2 E 
+G(8:1) M3) 
an 4 
3-3 
mai 
o 
m = no exito 
Resumiendo los casos que se pueden presentar. 
Posición delarecta | a Valor de m 
Í e m>0 
0 caco" 
T 
y T 
Nula 
= a=or 
y 
Recto 
No existo 
—+4 a-90 
Y 
id m<0 
90*<a<180* 


EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
PENDIENTE DE UNA RECTA. 


Ejea): Hallaria pendiente y el ángulo de inclinación de larcctaL. que pasa por los puntos 
(10 y (9: 


Resolución 
Por fórmula de pendentes Ú 
Poo 1D y 05 

UL 


Reerplazamos valores en ())— m= ELLO > 2 m-1]ñpta 


- Calculamos el ángulo de Inclinación dela rocta: 


Sabemos que: m=i 


Iga=1; > poro; 1= 1945" 


190=t945 
a=45 | Apta. 
Ejercicio : La pendiente de una recta es 7/2 y pasa por los puntos (8,5) y (6.4). Halar'y”. 
y 

Sabemos que: —|m ¿1eomplazando valores lenamos: 

1 

SCS 

+5) 
a 40 ) E y=2) Apta. 


Ejorcicio f): Una recta tiene una pendiente -3/4 y pasa por los puntos (1,2) y (x-1), hallar x 


Resolución: 


Es anucl Caucias Maguiche? 


¿reemplazando valores, obtenemos: 


MSN 
a 
Donde: 4=x=1 + x=5] Apta, 
Ejercicio f) Aptcando el concepto de pendiente, averiguar sos siguientes punlos son colineale: 
105); (50 


5 (6-1) 
Resolución 


Para que dichos puntos sean colineales sus pendientes para cada par de puntos deben ser igua- 
los, veamos: 


- Cálculo de la pendiente para ol par de puntos: (0,5) y (5,0) 


Ya Y, al 
m- CEN 


ca 2 Mr ES 


+ Cálculo de la pendiente para el par de puntos: (5.0) y (6-1) 


¡Comolas pendientes han resultado ser iguales, esto 
Quiere decir que los puntos si son colineates. 


Demostraremos que los puntos son colíneates, 
gralicando los puntos dados en el sistema 
cartesiano, veamos: 


200 TALLERDE 1 
sb EJERCICIOS N* (62) 


Determinar la pendiente delas rectas que pasan por los siguientes pares de puntos. Halla el 
ángulo de inclinación de cada recta (aproximadamente) 


1 4NIGN 2 (24) y (32 A (53)y (0.12) 
4. Lapendiente de una recta os 6 y pasa por los puntos (6.y) y (8,9) hallar y" 
5. — La penciente de una recia es 2/5 y pasa por los puntos (x,4) y (-3.2) hallar*x" 


6. — Aplicado el concepto de pendiente, avenguar cuáles de los conjuntos de puntos si 


¿Sutentes son colínaales. 
2 ea: (7) y 63) 
D) (41) (5.2) y (6-5) 
Sa; es y ma | 
0) (2.0): (28.0) y (0,2b) 


1 m=2; 0=635% 2 m=25; 0=218% 
4 y=3 


6. 8) No bs 
e) No a) si 


al m Danae Coteñas Hagutehe 


15.14 ECUACIÓN DE LA RECTA 


A. Ecuación de la Recta Conociendo su Pendiente y las Coordenadas de uno de 
sus Puntos. 


Sea larecta que pasa porel punto P(X, y) 
y ene pendiente. 


- Sotrela recta"U'tomemos un punto cual: 
quiera Q(x y). entonces su pendiente es: 


basis 


- A esta expresión se le denomina 


ecuación punto pendiente de la recta. 


Problema 1 |: Halarla ecuación de la recta que pasa por el punto (4.6) y cuya pendiente 
est 


Resolución: 
Sabemos que: PG.) yn 


Pt] 


Reemplazamos los valores dados en la lórmula: y = y, = míx-xy) Obteniendo: 


y-6=1(x-4) ; desarrollando esta ecuación, obtonemos: 
y-E=x-a 
x-y+2=0  (Denominada ecuación general de la recta) 


Nota: Toda ecuación puma pendiente: y - y, = ms 
Ars By + C=0, dennminado ecuación generol 


) puede ser escrita dela forma: 
recta y viceversa. 


Problema 2]: Hatarla ecuación de la recta que pasa por el punto (-5:3) y cuya pendiente 
es-677 


Resolución: 
Sabemos que: P(5:3) y  m=-87 


» JLo, 


ZE Matemática E, o 
Reemplazamos los valores dados en la Iórmula: y - y, = MX) Obteniendo: 
5x5) 


> 1y-21=6x-90 
1y+6x+9=0 (Ec. de la recta) 
8. - Ecuación de la Recta Cuyas Coordenadas de Dos de sus Puntos se Conocen 


Problema. 3]: Haliaria ecuación de la recta que pasa por fos pontos (1.3) y (7.1) 
Resolución, 


Sabemos que: — (1,3) y (AN) 


solly, se Ly, 


- Calculamos la pendiente de la recta: 


Reomplazando los valores, obtenemos: 


Ahora, tomamos cualquiera de los puntos o sea: (1.3) o (7,1) cuya pendiente. m =-=1/3 


Tomamos elpunto (1.3) — y 3 


Porférmula: —y=Y, 


(55) 

y-3=A118x-1) 

AY-3==x 41 2x4 3y=10=0 (Ec delarecta) 
** Tomemos el punto — (7.1) y m3 


Poriórmula: — yy =mb=x) 


y =118-7) 
Ay- ==) XA 3y-10=0  (Ec.delarecta) 


Nota: — Comos observará al tomar cualquiera de los dex puntos y su pendiene la 3 
«ecuación de la recta es la misa. 


j 


ES Manuel Coveñas Haguiche 
:cunción de la Recta Conocidas su Pendiente y las Coordenadas de su Intersec- 
ción en el Eje Y. 


Sea: — “n'la pendiente de la recta 


“v" la ordenada de la intersección 
de Y conaleje'y” 


Donde ecuación de la recta: y -Y, =m(*=x) 


Se transtorma en: y-b=m(x-0) 

Osea: y-b=mx 

Otambién; — y=mxeb 
(Ecuación de la recta) 


A esta ecuación se le denomina ecuación ordinaria de la recta. 


Problema 4 |. Hallarla ecuación dela recta que tiene por pendiente 2/3, y que corta alejo 
YY en el puñil (0.-4) 


Resolución: 
Empleando la fórmula: [y = mx + b ]; y reemplazando los datos del problema. 


y a 


2 rd cecacintatarac 


Problema 5]: Halarla ecuación de la recta que tiene por pendiente-2 y que corta el eje 
Y en elpuro(0.5) 


Resolución: 
Porférmula y=mx+b Datos 

b=5 
Luego: y=-2X+5 (Ecuación de la recta) 


Ecuación de la Recta Conocidas las Coordenadas de sus Intersecciones con los 
Ejes XeY 


Sea *I una recta que corta a los ejes x e y como O(a.0) y P(0.b) son 2 puntos de la 
recta "T su pendiente será: 


Porlórmula:— y=Y,=mMx=x) 
y-b==b/a («-0) 


Donde: ay-ab=-bx 


bx+ay=ab 
10s cada término entre “ab” obtenié CN 
ividimos cada término entre “ab” obteniendo: 3%, EL - 22 +5 


A esta ecuación se le denomina ecuación segmentaria de la recta. 


Problema 6 F Halrla ecuación dela recta cuyas intersecciones con os ejes son 
B(05) 


Resolución 
De los datos del problema se deduce que: 2=-4 b=5 


Reemplazando dichos valores ena lórmula: L4 L=1 > 


OTROSTIPOS DE PROBLEMA 


Problema |: Dotermiarla acuación genera delarecta que pasa porlanorsección de 
Masas 20 Oy + 000.y:bt 0 2-7 =0.yOsparabla ala ea DK. IY-8eO 


Resolución. 
Determinamos el punto P, intersectando las rectas dadas: 
2x+3y+6=0, y; 5x+2y-7=0; paralo cual resolveremos el sistema, 


Multplicamos cada término x 2 => 21+3y+6=0 
a+ 6y + 12=0 0 


Multplicamos cada término x (-9): > 5x+2y-7=0 
15x- by +21 =0, 0) 


Sumamos miembro a miembro: (1) y (1 


ax oy + 12=0 
15 0y +2 


EMAM. =lix + 39 


= AA 


_Acemplazamos el valor dex en (1) 

(0 +0y+12=0 
E 

Luego, el punto P(3,-4) es la mtersección y por ese punto pasa la recta en cuestión. 


Ahora, hallamos la pendiente de la recta: 3x- 7y- 8 =0 despejando "y", obtenemos: 
Sx-8=7y 


yd (Eauncineráraria de tarea 
LL poniente 
Por lo tanto, hallamos la ecuación de la recta pedida, conociendo su pendiente m = 3/7 y 
que pasa por el punto P(3,-4) empleando la lórmula: 
3 
YY, = MO x) > y = 7 (3) 
myozo=ar o + ya dr 
Problema 8: Haloria ecuación peneral dela reca que pasa por la intersacción de las 
rectas x+3y-5=0;2x- y- 3=0 y que es paralela a la recta que pasa por(-3,1) y (2,5) 
Resolución. 
Determinamos el punto P, intersectando las rectas dadas: 
*+3y-5=0 A) 
2x-y-3=0  mulíiplico cada término (x3) 
x+ly-5=0 
6% 


EMAM: 7x - 14=0 


Reomplazamos el valor de Yen (1! 24+3y-5=0 = 3y=3 = y=1 


Luego, el punto P(2,1) es la intersección y por ese punto pasala recta en cuestión, 


Añora hallamos la pendiente de la recta que pasa por los puntos (1) y (25) 
aa, Al 


úl O 


Porlotanto hallamos la ecuación de la recta pedida conociendo su pendiente. m=4/5 y que 
pasa por el punto P(2.1) empleando la fórmula. 


HA > 8 
ym map] me ya1=45(x-2) 
3 


A 


Problema 9]: Hañarie ecuación de la mediaviz del segmento A(-32) 541.6) 
Resolución. 


Recordemos que: "Mediatriz de un segmento es la recta perpendicular al segmento en su 
punto medio” 


- El punto medio P(%,, y.) del segmento AB es: 


ON rar 
q P-1.0) 
(2) + (6) S 
+ 
- La pentdnte dela recta Tes 
£=%, (6)-(2) 
E 


La ecuación de la mediamz sera: — Y -y="mX-x) 
Donde: y-4=-1(x-(11 x+y-3=0 
15.1.5 RECTAS PARALELAS Y RECTAS PERPENDICULARES 


*  Dosrectasson paralelas si sólo si tienena misma pendiente. Esto es. sila pendiente 
deL," es m, y la de "Les m, entonces: 


[LIL o mon 


+ Dos rectas son porpendiculares si y sólo si el producto de sus pendientes es- 1, esto 
es, sla pondiente deL es m, ylade L, es mo, entonces: 


Lilo e mom= 


O bien: Tu e mo 


FAA 2 lamel Corcñs Haguiche 


Problema 10]: Hallar la ecuación de te recta que pasa por el punto (3.-1) y es paralela a 
una recta con perdiente 213 


Resolución 


Sabemos que una de las rectas tiene por pendiente m, = 2/3 siendo la pendiente de la otra 
recta m,=2/8 por ser paralelas, 


Ahora calculamos la ecuación de la recta que pasa por el punto (3-1) 


Porfórmuta y -Y, me-x0] 
2 
Donde: OI 2 
ya 2-9-9=0 


Problema 11); Halaria ecuación dela recta que pasa por el punto (3,2) y es peraeta a 
ta ca cuy ecuación es dh -2y + 5-0 


Resolución 
- Hallamos la pendiente de la recta cuya ecuación es: -3x- 2y + 6 = 0 despejando 
y 3x,6 
obtenemos ax +6 = y E 
$ 3x+6-2y hy 
3 
+2 
a 


Esta última ecuación tiene la lorma: — y=nx+b 
Por comparación: — m=-32 


Para hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (3.2) empleamos la pendiente 
calculada m=-/2, puesto que se trata de dos rectas paralelas. 


Estad mie-20| 
e EA 
a NS 


Problema 12|: Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto (-2,1) y es perpendi- 
¿cular ala recla cuya ecuación es: 3h + 4y=5=0 


Resolución: 
Hallamos la pendiente “my” de la recta dada; — 3x+4y-5=0 


Despejendo Y obtenemos: 4y=-9x+ 5 


mn 


A A 


L— pendiente 


m=-3 


Si lamamos “ma la pendiente de la recta. cuya ecuación buscamos, podemos escribir 
3 


mm :porserperpencures —Ám, 1 + m,=d 


Ahora escribimos la ecuación de la recta que pasa por el punto (+2,1) y cuya pendiente es: 
m,= 413 


Porfórmuta: > yi=hiecal 


Sy-4-11=0 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* (63) 


En cada ejerciciose dela pendiente de una recta y un punto dela misma. Halla la ecuación 
de cada recta, 


a)  Ensulormapunto pendiente — b)  Ensutormageneral 
e) Ensulorma ordinaria 


lo mear | a mear dias mesir2S 


¡de :P(85) 5 m=-:PL3,4) 


alla ta ecuación general y la ecuación ordinaria de la recta que pasa por 
7. (3-2y14) e (S51My73) 
a (25)y(43) 10. (04) y(32) 


Hallar la ecuación de la recta que tiene por pendiente -3, y que corta al eje "y" en el punto 
05) 


EN Panel Coeñas Maguiehe 


12,  Hallarla ecuación de la recta cuyas intersecciones con los ejes son: (3.0) y (0,2) 


13. Halla la ecuación de la recta que pasa por la intersección de las rectas 2X+Y+5=0; 
Ax- 3y- 5 =0; y que es paralela a la recta 2x — y -6=0 


14. Hallata ecuación de la recta, que pasa por el punto (2.5) y que es paralela a la recta cuya 
ecuación es. 2y-3x+. 


15. Hallata ecuación dela recta, que pasa porel punto (-4,1) y que es perpendicular a la recta 
cuya ecuación es: 3x-2y -5=0 


16.  Hallarla ecuación de la mediatriz del segmento de extremos. P(6.5) y O(-2-3) 


17, Dadas las ecuaciones de las rectas: 


¿Decir qué rectas son paralelas y cuáles son perpendiculares? 


RESPUESTAS TALLER 


A) 1. y-3=39x+4) 
y-3x-15=0 y+2x-11=0 3y-2x-10=0 


y=3x4 15 y=-2x+ 11 


A 
Ly FOO) 5 y5=sHr2) 6. yr 4x4) 
20y +16x-15=0 y-5x-5=0 y+4xe16=0 
y=5x45 y=-ax-16 
1 


1 
yz =0 


My os 


13, y =2x-1 


16. y=x43 17. a y b >sonperpendiculares. 
o y d — son paralelas 


HL Mtatemacica 8] E 
151.5 ÁREA DE UN POLÍGONO EN FUNCIÓN DE LAS COORDENADAS DE SUS VÉRTICES 


¡Sean P (Y) ;P.0,Y:) Y Pale Y.) los vértices de un triángulo. El área A en función de las 
coordenadas de los vértices viene dada por la expresión 


1 
O Mi E 
Demostración 


Área = Área deltrapecio MP, PaMa 
+ Ásea delrapecio MPa PM, 
¿el trapecio M, Py P, M 

PLY 


Prof 


Porlotanto: A E YD dE Y a 


A NY 


Este resultado se puede expresar de otra ma- la 
nera más fácil de recordar, teniendo en cuenta, 
la notación de determinante. 


A 


Otra lorma de expresar el área de un triángulo, muy útil cuando se trate de hallar áreas de 
polígonos de más de tres lados es la siguiente: 


o) 


Obsérvese que se hare. 
petído la primera fila 
1) enla cuarta 


Resolución 
1 
Portórmula; — Áreaa=h 
Reemplazando valores cbtenemos 
Área A=3 


Hansel Coreñas Hnguikc? 


Problema “1. Hatarel dre del tirguo uyos véis son: P/61,4): 


pA3-1 y PL25) 


% Y 
% Y 
*% Ya 
% Y 
a 4 
a a 
2 5 
a 


Aroa =p MIA) + (503) + (4 (2) - 5) (2) == 3) (A 


d 1 A 1 27 
Área Amy Me 15645424121 = Áreal=> 1271 3 =135 


Área =13,5p7 


Vértces del iiángulo P(-1.-4): P.(3-1) y P.(2.5) 


¿Área A = 


z 


A] 


: 
Si 
Dra... 


a! 
s 


27 


z Área A =19,5 


Probiema 2]: Halar el área del iángulo cuyos véices son 


Resolución. 


PLLa-a); 


PLA DY PS 


3 3 
Aroa 03 1-1) 63) +(5)(4) +63) (1) +63) (5) (1) 617 (999) 1 


13+20-34+15+1+121 


cd 
Aroaa=i msi=h 00 > Arcoa=24p8 


Vérices del ngue: (3-3): PAA-1)y PD 


Resolución 


pri — 
a 


ás 


25 20 
20-128 a 
Aron A E TT T 
Problema 3]: Haiarelároa del poligono cuyes vérices son: 
PL32): PAIS): PAD y Pt 
Resolución 
a 2 
1 5 
Área=5 |5 3 
2 
3 2 


Área A + 15) (+3) + (3) (1) + (2105) + (2) (1) - 63) (-2) - (1) (8) - (5) (5) - (1) (2H 
ho ah pis sStios2-0- 3-25 


Arca 4=3 1-561=3 (56) > Área A=2807 


MM... 


Manuel Coveñas Haguichet? 


+ PAST. y Palto2) 


A. Hallarlas áreas de los tnángulos cuyos vértices son: 


1. (2-3):(4,2)y (5-2) 
2. (3.4): (62) y(4.-3) 


3. (8,2): (4,6) y (+15) 
4. (0,8); (8,0) y (1. 


B:  Hallarlas áreas de los poligonos cuyos vértices son: 


5. (25).(7,1): (3-4) y (2.3) 
5. (0,4) .(1,6):(2-3) y (4,2) 


7. (15): (24), (3-0:2-3)y (5) 
8. (3.4): 42,3) : (4.5): (21) y (6.-2) 


RESPUESTAS TALLER 


PM 
Ad 185 
2 sé 

B) 5 3054 
5 25 


pm A 
28 
De 
0 


4e5t 


pas» 


Ejortco het ca cuca poner 


tos (1, 2) y (-3,1) tiene por ecuación. 
o jozo bae 
C)x+dy+7=0 D)x-4y-7=0 
ina 
A 
2y-x + 1=0 mtersecta el eje x y al eje y enlos 
e 

rd 
o coca 
Y y ) ay dde y 2 

a 

a Penis 
) y ) el 
Ejercicio (: La recta cuya pendiente es -2y 


¡ue pasa per el punto (1; 1) tiene por ecuación 


5 
ejer $): Dotes ios de poros siguen 
pio 

Ñ 

s 

m 1,433, (5,7) 

WSlor mao, ¿CjS01A 
EE 

ejerco ): De secciones sgulmesta 


que representa una recta paraleía a la recta 


x-2y+3=0;es: 
A)2y+xs3=0  B)2y-x-6=0 
C)2y+x+6=0  D)y+2x-3 


EJy+2x+6=0 


LA LÍNEA RECTA 


1 Ejercicio E) : Una recta perpendicular a la 
recta de ecuación: Sx-y +1=0 estarepreson 
tada por. 


A) 
Cr3y-x+2=0  D)3y+x+2-0 
| EJS+y-1=0 


Ejercicio): EnKx=x+y+3 
“€ para que la ecuación represente a Una rec- 
ta que pasa porel punto (1-3) es 

no 


ejorico $) La penes de recia que 
Pasa por los puntos (3; 5) y (2, 1) es: 


aya 


Br CJ2 DJ Ej 


B)S  C)4/5 D)S/4 E)-45 


Ejercicio (3: De las siguientes rectas cuáles 


pasan por $l origen. 
Lo xe2ys1=0  Max+2y+2=0 

Ml. x-5y=0 

A) Solo1 B)SólOI— C)SólOIIy IM 
D) Sólo ly MI EJ My 

Ejercicio (Í): La ecuación de la recta para- 
lela al eje xfue pasa por el punto (4; -1):es: 
AJX-1=0  Bjxs C)y-1=0 
D)y+1 Elx 

Clas 

LE| 20] SA] 4A]| 5.8 
so| 78 | sc | 9c| 10.0 


Manuel Crecias Haguicie”. 


- Eselconjunto de puntos de un plano que están 
a una misma distanca constante de un punto 
y flo del mismo plano. 


Pu 
Al punto fio sele denomina centro (C), Ala dis- 
tancia del centro a cualquier punto de la circun- 
losoncia se le ama radio (1). 


- Toda ecuación de la forma: 


Len (yo? 


Tiene como gráfica a una circunlerencia de centro C(h.k) y rado 1 
Esta ecuación: (A 

Esla llamada forma ordinaria de la ecuación de una circunferencia. 
Si el centro de la circunterencia está en el or 


gen 00.0). entonces la forma ordinaria se con- 
vierte en: 


A esta ecuación sele lama Ecuación Canóni- 
ca dela crcunterenca. 


Ejemplo ¡1 Haliar la ecuación ordinaria de la circunterencia de centro (2,-1) y radio 3 
Resolución. 


En este caso el centro C(2.-1) nos indica que h = 2 y 
y k=-1: por otro lado r=3 


Reomplazando estos valores en a forma ordinana de 


MEN la ecuación de la circunferencia obtenemos: 
E ene ly A 


A A | 


Ejemplo (2) : ¿Cuál es el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuación es: 
0er als (y - 47067 


EL Matemática E E 
Fesolución 


La ecuación dada, la comparamos con: (+=)? (y -K = rt 
Donde h==3; 


Ejemplo [3]: Hatarta ecuación del cunlrenca de £ cm de adi cuyo cero está on 
el origen de coordenadas. 


Resolución 
¡Como el origen de coordenadas os el punto C(0.0), se tiene: 


A A A 


152.1 FORMA GENERAL DE LA ECUACIÓN DE UNA CIRCUNFERENCIA 
Desarrollando la ecuación ordinaria. (+)? +(Y -KY 
2h y? 2 + (8 = 5 ordeniamos términos: 


FR; obtenemos 


ey y O 
Esta útima ecuación puede escbirse en la loma: 2 +y?+ Dx + Ey+ F=0 


Donde: D=-2h; E=-2k; esta esla lamada forma general de la ecuación de la 
circunferencia. 


Ejemplo 8] : Hallarla ecuación general de la icunlerencia de centro C(-1-3) y radio 5. 


Reemplazamos valores en la forma ordinaria y 
desarrollando, obtenemos: 


bh e 
be M1 ly (3912887 
boa r (ye 37-25 


AR d yt by 925 


ryan By 15=0/ 
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Observaciones 


1. Ecuaciones dela formo: (x- + (y=KF 20. represento una circunferencia. Sn espre- 
ción gráfico es un slo pueno: (KA) 


Ejempla; LI inico par que romface la ecuación: 
Lear est 25) 


2. Ecuación dela forma: (x-hP + (y-KP= Númer negativo. No representa lugar geométrico. 
clguno. 
Ejemplo: La ecuación (2 4F + (343) 
tiene representación gráfica. 


16. mo nene solución, en consecuencia ma 


15.22 TRANSFORMACIÓN DE LA FORMA GENERAL A LA FORMA ORDINARIA 


“oda ecuación de la lorma: + y? + Dx + Ey + F =0 y que representa a una circuntorencia 
puede escnbirse de laforma (x -h)" + (y -k]?=F", completando cuadrados para los términos. 
X, como para los térmnos en Y, 


Ejemplo (5): Gralicarla ecuación: xl +y?- 10x+2y-10=0 

Resolución 

Agrupamos términos en “xy en Y”. 
00-109) + (+ 2y)-10= 


'Completamos cuadrados para los términos de" 


0 


x*¡ 100=( ; *; Abrimos paréntesis y elevamos al cuadrado 


sacamos 
dol Tuera del paréntesis escribimos (—), el 
St cuadrado del segundo término escrito 
sacamos la miad= 5 dentro del paréntesis. 
Resultando asiaé - 10x= (x; 5)? ; 5? cd) 
esultardo asi e 5% Ú 
De igual manera completamos cuadrados para los términos en y” 
«di 


SL) 


Fuera de (_ ) escribimos ( — ) ol cuadrado 
del 2% térmimo escrto dentro de (— ) 


EL Matematica 18] 
Reemplazamos (1) y (1) en (): 


L5P- + (ye 1P- 17-100 


V5P-25+ (y +17-1-10=0 
(Pe yen =96 
Reir > (ne 


Siendo: h=S: k==1 y r=6 


Ejemplo [6]: Graficara ecuación: x? + y? + Gx + 4y-3=0 
Resolución: 
AQUpamos términos en Y y en Y (+60) +47 +4-3=0..(0) 
Completamos cuadrados para los términos en. 
xP a6r=( + Y; Abrimos paréntesis y elevamos al cuadrado. 
¡eel 
Su dea 
A) 


Jintao] 


'Completamos cuadrados para los términos en Y" 


bolórit a $ 

su y? 

Pay ES ray 2-2 
al La rea es 


Reemplazamos (11) y (1) en (1): 
pe yo 22-22 -3=0 
(rr -9+ y +2 .-4-3=0 
Re + 2716 
(or year 


Hansel Qaccias Haguieic 
Ejemplo |7|: Gralicar la ecuación: —x?+y?- 12% 10y-3=0 
Resolución: 
Agrupamos lérminos en “xy en y" 
Qué -12x) + (y? + 10y)-3=0 en) 


'Completamos cuadrados para los términos en “x" 
Al 


suda? ma 


Pal E Re 
al 


Su mitad =6 


Completamos cuadrados para os términos en y" 
y rt 


sul <y 
Pto A 
Sunitad=S 
Reemplazamos (1) y (M1) en (1) La gráfica es: 
poR- + ly +5 2-5 3=0 
L6R-36+ (y +5)*-25-3=0 
Or yes 0 
toros. (des) 


(O. <> et tr 
Siendo: h=6; k=5 y 1=8 


al 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* ($5) 


¡Grafica caca una de las siguientes ecuaciones: 


1 trar 16 ES 


3 (e 3r+yo=a9 4 + (yes r=96 


En cada ejercicio escribe la ecuación de la circunterenaa: en su forma ordínana y en su 
lorma general 


S Cl): 


7 AGA) 


En cada ejercicio escribe P es un punto de la circunferencia y Ces su centro. Escribe su 
lorma ordinaria y su forma general (Sugerencia aplica la fórmula: 


ote (Y y) distancia entre dos puntos para hallar el radio) 
2 PR-2, 03,5) A Cs 
| A 5) 


11. P(9-4); CE7-9) 


“ranslorma cada ecuación siguiente a su forma ordinaria, gralicala (si es que tiene expre- 
sión gráfica). 


19. + y? 10x-2y - 62=0 14. + y? - Ex + 4y-12=0. 


15, + y" -2x-6y-22=0 16% 4 yo 4 2x4 6y-15=0 


17 AY 2-20 10:74 y?-Bx=7y=0 


20.8 + y?- Bx + 10y-12= 


DES 


21. Eserbe ta ecuación de la cir. 
cunlerencia cuyos extremos 
¡e uno de sus dámetros son 
los puntos (22) y (6-4) 


0 Panic Coseñas Haquiehe? 
RESPUESTAS TALLER 


5 mar + (y 48 10. [07 + (ye 75% | 
yor 8y=0 Dee y? 6x0 8y=0 

ENDE "m. tem yror=(s ds)" 
ey ron 6y-3=0 + ye Me 18 50 


torear (da) 


+ yr 6x9 4y-28=0 


laa ce 


Ey ay? 69-29 - 107=0 


a fararry-Prt=r JA 


ARA Ayo 16H 12 171 


! enreda | 


+ y axe 2y-20=0 


Ay? + Gx + 10y=0 


153 LA PARÁBOLA. 


- Cuando estudiamos la función cuadrática y = ax? + bx + c, vimos que la expresión 
¡ráfica de estas funciones son parábolas que se abren “Hacia Arriba” o "Hacia Abajo”. 


- Ahora estudiaremos más detenidamente estas curvas detal manera que el estudiante 
logre reconocer sus ecuaciones y que sea capaz de graficarlas en el plano cartesiano. 


Una parábola es el conjunto de todos los puntos de un plano, tal que la distancia desde 
¡cualquiera de estos puntos P a un punto ho es siempre igual ala distancia de P-a una recta 
fa. 


152.1 ELEMENTOS DELA PARÁBOLA 
- — Elpunofjo"F se lama foco de la parábla. 
- — LarectaliaRE esta dreotiz. 

-  Larecta que pasapor"F"yes perpendiculara 
su directriz, tal que como FE, se lama eje de 
la parábola, 


-  Porla definición dada, se cumple que: 
PR=PF 


ln. >, F ——L 


*V" es un punto de la parábola, por consigutente también se cumple que: VE = VF 
Al punto*V" se le llama vértice de la parábola 


15.32 ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA 


A A AS 


Ara a teo y [Pap 


Ubicamos la parábola en el plano cartesiano (ver 

Iigura) de tal manera que: 

1. Su eje coincida con el eje x 

2. Su vértice V coincida con el origen de coorde- 
nados. 

3, Suloco*F"tenga por coordenadas al par (p.0) 

4. Como consecuenaa: VF =p 

5. La drectriz tenará como ecuación" x.=-p, por 
ser una recta paralela al eje y, situada a una 
dstanca "p" a la izquerda del origen 

6. Consideremos ahora un punto P(xy) variable, 
¡que está sobre la parábola 

7. Trazamos PA perpendicular al jo x 


Por definición de parábola: PF = PB. 
Delafigura:VA=x; IV=p;  PB=LA=LV+VA 


+. > PF=xep 


Aglicamos la fórmula distancia entre los puntos P y F 


EN PAS ; elevamos al cuadrado los dos miembros 


ao y 


Esta es la lamada lorma ordinaria de la ecuación dela parábola de la misma manera puede 
úcblenerse las formas para los casos en que el loco esté sobre la parte positiva del eje y, 
parte negaliva del eje x o sobre la parte negalva del eje y. 


EA 


Ez Daniel Poveñas Haguiehet? 
En cada caso, 2p es la distancia dela drectriz al loco;*pes la distancia entre el vértice y al 
loco, lpl esla longitud del lado recto 


*  Elsegmento do recta perpendicular aleje, que 
pasa por el foco y está imitado por las inter- M 
secciones de esta recta con la parábola, se 
llama lado recto. Y 


Mittodo reco dea peri. 
Ejemplo (E: Encorar toco y la rec dota para cuy ecuación es: 12/20; 
además dibujar la parábola, 
Resolución: 


La ecuación dada: —x2+12y=0; 
se puede escabic así: 


d=12y 


(Esta ecuación ene la forma x= 4py) 


Donde: [4 
La grálica es. 
- El foco esta enel punto F(O.-3) 
- La directriz es la recta y =3 


al 


Ejemplo [2]: Encontrar el foco yla directz de la parábota cuya ecuación es: Bx + y?=0, 
además dibujar la parábola. 


Resolución. 


La ecuación dada: Bx+y?=0; sugáficaos: 
se puede escribir así 


y=e% 


(Esta ecuación tiene la forma y? =4px) 


Donde: 4p==8 + [p=2] 


Elfoco esta en el punto F(p.0)= F(-2,0) 
La directriz es la recta 


x=2; ose [x-2=0 


TALLER DE 
EJERCICIOS N* 68) 


y 
Encontrar el foca, la directriz y dibuja la parábola que se representa por las ecuaciones 
Siguientes: 
1 És 16y=0 3. 5 y-5x=0 
2 tx yr=0 4. 5 y+2x=0 


Encontrar la ecuación de las parábolas siguientes: 


7. Tiene vértice en el origen, y su directnz es la recta x==5 
8. Tiene pordiectrizx =6; y su vértice está en el origen 
9. — Tiene porloco F(O.3) ,y pordirectaz y+6=0 

10. Tiene porloco F(O.-4): y por directriz y-3=0 


154 LA ELIPSE] 


Una elipse es el conjunto de todos los puntos de un plano, tal que la suma de las distancias 
desde tualquera de estos puntos “P” a dos puntos Ios, es constante. 
15.4.1 COMPONENTES DE LA ELIPSE 
Dela figura: 
- Atos puntos fijos F y F' se llaman focos 
- El punto*O” es el centro de la elipse y es el 
punto medio de FF. 


- Alarecta que pasa pollos locos se le deno- 
ina eje focal 


- Als puntos de intersección V, y V de la 
elipse con el eje focal se le llama vértices 

- AlsegmentoV,| 
y mde2a 


A 
Pres 


¿se le denomina eje mayor 


5 Manuel Coveñas Haguiche E 
Alarte pesa porel st, yes pesgendcar aja, sena eo mal, eva 
Sara a oleo en e puros Aa Y Ay 


- OF y OF se le llaman distancias focales, y se representan por *c” por lo tanto: 
FF =2c 


+ Valor de la Constante de la Definición (De una Etipse) 
De laligura y de acuerdo a la delinición de elpse se dice que: 


PE4PP=V¿F +V¿P=V,F+ V/F = Constante 


(siendo: V, P y V, puntos de la elipse) 
154.2 ECUACIÓN DE LA ELIPSE 
Por definición de elipse: — PF + PF'=2a (constante) 


, 
- Porlérmula de distancia entre dos puntos hallamos PF y PF 


A AE AE 
2 Palio + (y 0) lr ol + y? 


Reemplazamos (1) y (2) en) VW y 


a 
Eliminando radiales, obtenemos: 
PA 
Por relación Plagérica en la eípse sabemos que: 
PR 
| reemplazamos (NI) en (Uy 

Ba 
nicimos cada término entre 2%? +0 


(Es la ecuación normal de la elipse cuando sus locos están sobre el eje 3) 


HL Matemática Bl. 


y E 
Ejemplo 1): Laccuación L + Lo 1 
"Tiene por grálica a una elipse con las siguentes 
exractonsiicas 
- Sucéntro es el origen (0,0) 


- Sus locos estan scbre el eje x o también, su eje 
mayor está sobre el eje x 


- La longitud de su semi eje mayor es:a = 4 
- La longitud de su.semi eje menor es: b=3 


115.4.3 ECUACIÓN NORMAL DE LA ELIPSE CUYOS FOCOS ESTÁN SOBRE EL EJE*Y”. 


Cuando los locos están sobre el eje y, con un procedimiento similar al anterior, se puede 
deduatr que la ecuación normal de la elpse es: 


Ca sigue representado al sem eje mayor y 
E al semi eje menor) 


Ejemplo (2: La eipse cuya ecuación es: 
2% + 5y* =10, puede gralicarse fácilmente, 
conociendo las coordenadas de sus locos y 
los valores de sus semi ejos. 

La ecuación dada: 2%+5y*=10 
Dividimos cada término entre 10 


0 


A 
-1 
Por da Nota. Deducimos que susfoensestánso- 
a ao iS 
er=2 2 b=V2 responde el mayar denominador. 
- Porrelación Ptagérica:— Etre 522+ e: 0= va 


- Las coordenadas de los locas Son: F(c.0) =F(W3,0) 
E (00)=F (13,0) 


[556 Manel Coveñas Magaita? 


15.44 ECUACIÓN ORDINARIA DE LA ELIPSE; 


La ecuación de forma: 


(CEN A 


Tiene como expresión grálica a una else de cen- 
to Cin 


f Tiene como expresión gráfica a una elipse de cen- 
to Clhk) 


A . 
Ejemplo 3]: La ecuación: CG, MA 


Tiene como gráfica a una elipse de centro: C(h,k) = 01.2) 
- Sabemos que 16 es mayor que 4 
Entonces: 
816 > a=s 
Pes > b=2 


Para graficar la elipse ubicamos el centr, los 
'véntices y los extremos del eje menor, en un 
mismo plano. 

Desarrollando la ecuación: 

a, 03 

a 
Oblenemos: — xi+4y?+2x-16y+1= 


: que pertenece a la forma. 
ARA ON+ Dx +Ey+F=0; AC>0 (Denominada forma general de la elipse) 


EL Matemática WE = 1 
a pe, 0129... y ¿representa sunt ofpes de cmnito E/(3) 


¡Sabemos que 36 es mayor que 9 


[E] crarquetas siguentes elipses: 


se a, 


ta, e, 
E 


(CA o a, 
ES A 
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EJERCICIOS RESUELTOS SOBRE 
LA CIRCUNFERENCIA - LA PARÁBOLA - LA ELIPSE 


A A 
de centro en el punto (2; 5) y radio 6. 


Resolución: 

+ Sabemosque: h=2:k=5 y 1=6 
Reemplacemos en la ecuación principal: (ate yor a rl 
Obtenemos: (2-5 


AP 10y-7 


; esta ecuación es de la forma: + y? 4 Dx +Ey+F=0 


Porcomparación: D=4; E=-10 y F=-7| Apta 


ejercicio $): Deteminemos a ecuación genera de a crunterencia uno de us ciémetos 
ts el segménto que une los puntos A (-5; 7) y B (7;-3) 


Resolución: 


+ Comolas coordenadas del centro corresponde a las coordenadas del punto medio de am- 
bos puntos, sus coordenadas son 


5s7 
¿do (527, 
ma. ( 2 3 


Además, la medida de radio se calcuta como la distancia desde el centro a uno de los puntos. 
A0B. 


0.2 


e 
E E 


Reemplacemos las coordenadas del centro y radio en la ecuación principal, desarrollemos 
los cuadrados del binomio y ordenemos: 


area = (dar) ey 2ay-ss -o] Apta 


HL Matemática El —— A 


Ejercicio $): Encontremos la ecuación de la ccunterencia que pasa los puntos A(1:0): B(3:-2) 
y Ct), 


Resolución: 


4 Consideremos la ecuación general. + y? + Dx + Ey + 


=0 


Cada punto A(1.0): B(3:2) y C(1:-4) pertenece a la circunferencia, y por lo tanto debe 
salislacer su ecuación. Reemplazamos y resolvemos el sistema de ecuaciones. 


1+0+D.1+E,04F=0 Me 1+D+F=0 mí) 
D44+ DIH E (2H FRO mb 194 30-2E 9 F=0 (2) 
14164 D.14E-(AJ4F=0 mb 174D-4ESF=0 (8 


+ Resolviendo el sistema de ecuaciones; oblenemos: 


=4 y F=1; Luego estos valores los reemplazamos en la ecuación genera: 


ey a ay >. XRsycardyrt=0 | Apta 


Ejercicio É): Consideremos la carcunterencia de ecuación: 24 2)? - 4x 4 6y 4 3= 0, calcule 
mos su rado y las coordenadas del centro. 


Resolución: 


+ Muliipicamosla ecuación: 2x + 24? - 4x + Ey + 3=0; por 1/2 con el objeto de los coeticien- 
tes de x? e y? sean iguales a 1, como lo establece la ecuación general de la circunterencia.| 


1 22? 22 3 
xl 20ray marsóyd 0 9 aday are ays 
ó a y y az 
Agrupamos los lérminos según las variables: 
xi -2x0y? +3y = -3 ¿sumamos en ambos miembros de la igualdad el cuadra- 
2 


do de la mitad de los coeficientes de x.e y. 


ii E) Hs, E 2 


Porlo tanto: eli -3) SOSA 
B B 


Ejrsciof): Determinamos los elementos de 1 parábola de ecuación»! =0y 


Resolución: 


+ Comola ecuación se dela Forma: x? =4py 


Entonces: 4p=8 == p=2.comop>0 y el eje local coincide conel eje y.la curva tlene 


su concavidad hacia arriba, 
Las coordenadas del loco son; (0: p) 
En este caso; F(0;2) 


La ecuación de la directriz es: y 


Luego: D: y ==2 


Ellado recto es: LA. = 14pl=8 


Ejercicio): Determinomos la ecuación de la parábola de Foco F(3;0) y disectriz x-+ 


Resolución: 


+ Delascoordenadas del foco; deducimos que 
elejefocal colncide con el eje xy que p=3, 


Por lo tanto la curva tiene su concavidad 
hacla la derecha (p > 0) 


La ecuación es de la Forma. y?=4 px 
Luego la ecuación pedida es: -y2= 12% 


Ejerciclo (): Determinemos los elementas de la parábola de ecuación y? - ay -8x + 28 


Resolución: 


'Ordenamos la ecuación para completar el cuadra- 
o del binomio 
Y ay=bx-28 
PAy+d=(Bx-284 4 
y-2E=8x-20 
0-2P=850-9) 
Luego.h=3, k=2 y p=2 


Doy y 


EL Matemática ==. 
Entonces el vertice es el punto V(3,2)y el lado recto es 8. 


Como esta parábola ha sido trasladada, su eje local también se ha trasladado en h = 3 unidades, 
por lo tanto las coordenadas del foco son. 


(8 +p.2+0) = (52) y la ecuación de la directiz.es; D:x==p+h==2+3=1 


Ejercicio f) : Determinemos la ecuación de la parábola de foco F(1,3) y véntice VE-2,9) 

Resolución: 

Su ecuación es de la forma. 
E a 


Ademas A(V.F)=p=3 


Femplazando; — (y-3% =4.3(x+2) 
Y -0y+9=12x0 26 


Luego de la Parábola es: 
Y -6y-121-15=0| 


Ejercicio f): Determinemos la ecuación del lugar geométrico de tods los puntos (xy) del plano 
que equidistan del punto F(2.2) y del eje de las abscisas, 
Resolución: 


Sabemos que por definición será una parábola con loco en el punto dado y cuya directriz es el eje 
Xx 


Entonces, 
Foco: F(2,2) Directriz: y =0 

Para calcular las coordenadas del vertice, deter- 
mineros el punto medio entre el foco (2.2) y el 
punto (2,0), intersección del eje local con la di- 
rectrz, que en este caso, es el propio eje X: 


¡Lea iD 
2 2 

La ecuación del lugar geométrico pedido es: (x- 2)? =- 1] 
¡ar ge poc 


Ejercicio (J): Encontremos os elementos de la elipse de ecuación a? 


[562 Manuel Coveñas Haguiehe > 


Resolución: 


lenemos que: al=25 => a=S yb'=9 => b=9 
Además: 


de donde 16 > 024 


Por lo tanto, los elementos de ta elipse son 


Focos: F(6,0) y F,(-4.0) 
Eje mayor: 10 
Eje menor y 
Ladorecto =P - 2-9. 18 
a s 5 


Excentricidad = £ = % 
a 5 


Vértices: (50) y (5.0) _ 


ejercicio ff): Determinemos la ecuación de la elipse con locos (0.6) y (0.6) y semieje menor. 


Resolución: 
Delas abscisas de los focos deducimos que el eje local coincide con el eje de las ordenadas (Y). 


poro tanto, la ecuación es de la forma: 


También observamos que: 


Pra Propiedad pitagérica, oblenemos. 


La ecuación pedida es: Etre. 


Ejercicio: Determinemos os elementos de aipse de cación + 97-604 +54y 4221 =0 
Resolución: 
úOrdenamos la ecuación para completar los cuadrados de Binomio. 
5x7 -00x»0y? +5ty = -221 
516%) + 97 +6y) = 221 


5 (xÍ 101404) + 9 (y +By+9) = 2214320481 


Sua ea?  100/ E 


190 
(CS 
2 20 

Luego h=8 y k3 
entonces el centro es el punto: C(8,-3) 
Ademas, a 96 » a=6 

voz  =o=00=2V5 = 0-24 
Como dote 6 2 06 


¡Como esta elipse ha sido trasladada con respecto a su posición canónica, su eje focal también se. 
ha trasladado en h = 8 unidades; por lo tanto, las coordenadas de los locos son 


AN 


(3,2) y excÉntncidad 1/8. 


Para determinar la ecuación, ubicamos en un sistema de ejes cartesianos, el punto centro y el 
vertice,como se ve en la figura. 


¡Como el eje focal es paralelo al eje Y, la ecuación es de la lorma 


De la figura, tenemos a = 3 


Acanás A 


3 
Por propiedad: bF + c = a? oMenemos 


Peal i9-1=8 


La ecuación pedida en su forma principal es 
a, o 
E 9 


05u equivalente, en forma general: 9% + By?- 54x- 18y 4 17=0 


elocofó ; Delerminemos la ecuación del lugar geométrico de todos los puntos (x, y) del 
plano, cuy suma de distancias a los puntos fijos (3.1) y (5.1) es 20, 


Resolución: 
Sabemos, por detnicion, que el lugar geométrico será una elipse con focos en los puntos dados y 


que 
2a=20 ; a=10 ; FQM; F4SM 


¡Como el centro es el punto medio del 
segmento que une los focos, entonces 


A 
2 2 
Luego. C(-1.1) 


además d(F¿C)=d(F,.C)=c=4 y a=10 


y como t? + e = af, entonces b' = 84, 


CAN 
100 E 


El eje locales paralelo aj eje X, entonces la ecuación pedida es 


osu equivalente 21xte25y2 + dar c0y-2054=0 | 


EJERCICIOS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
LA LÍNEA RECTA - LA CIRCUNFERENCIA = 


Ejercicio (Í) : 
jación: 3Kx - Sy + 1 = 0 si su pen- 


Calcula el valor de “KC en la 


C)25/9 DD) 106 E)25 
¿Cuál es el valor de *K” si las 
rectas. L,9k-2y=5 y L¿x-Ky = 7500 parar 
a)2 


Ejercicio [Í La distancia del punto (5.7) ata 
recta de ecuación 4x- Jy + 2=0s 


BJ3 0J9r 0238 EJIMS 


A) 3/Í29 B)35 C)129 D)114 EJ 5 


E 
recta que pasa por el punto (0,0) y es perpen- 
e nO 


E) Ninguna de las Anteriores. 


Er he cin cnn da 
o a ala Oy bo 
dilo 


xe1 c)y= dara 
x+5 


Ajy=x+1 BJ 
D)y=x+S E) 


Electo: ¿Cuál es el valor de"KT enla 
¿autereón de ecuación 


ey? -3x-9y +K=0,sielradi mide Y10/4 7 


AJLO B)=r CJ Ja EJS 


LA PARÁBOLA Y LA ELIPSE 


Ejercicio (4: Las coordenadas del centro de 
la cecunteléncia de ecuación: 


ey -6x-By+13=0 


A) (21) B) (0-2) C)(8:2) D)(1:2) EJ (34) 
Ejercicio (): En a parábola de ecuación 

Y - ay -6X+ 13 =0,las coordenadas del loco 
son: 

Aa) BA ta 
D)(:2)  ElNGi2 

Ejoreo £) Calcuta el valor de "KC en la 
ecuación dé la parábola x? = 2ay. si esta pasa 
porel punto (3:2) 


AJ5>— B)-5 C)49 D)-9M Eja 


Ejercicio (Í) : En la elipse de ecuación 
ya 


L+ 
169 


= 1, ellado recto mide: 


A)25/13 B)50/13 C)8/13 D)12 E)8/7 


Ejercicio £Í) : Las coordenadas del centro 
deta epsc de ecuación 


ax 4 0)? - 48x 4 72y + 144 


ES 
A) (0;-4) B) (12,4) 
D)(1:2) E) (6;-4) 


0)(5:6) 


SA 


9.0 | 10.8 


La primera mujer matemática de reconocida fama vi 
una Epoca extraordinarinmente tempestuosa y violenta 


ó en Alejandría, cu 


Hypatia fue ja de Thcon. matemático y filósofo neoplatónico. Aunque pa- 
rece que ella se ocupó más bien de problemas matemáticos y astronómicos, se 
convino en la cabeza de ln escuela ncoplatónica de Alejandría. Su elocuencia, 
modesta, belleza e inteligencia atrajeron a un gran número de seguidores, entre. 
ellos, Synesius de Cirene, que más tarde llegó a ser ubispo erstiano y del que se 
conservan varías cartas dhrigidas a Hyputia en las que le pide infurmación sobre la 
construcción de un astrolabio y otros instrumentos astrandii 


La ciudad de Alejandría Jue lugar de enfrentamientos violentos crte la co- 
munidad cristiana y lo pagana, Hypatia simboliza para los cristianos el saber y la 

los clásicos griegos, identlicados poros cstianos de Alejandría con el 
paganismo y, en el año 417, Jue bsrbaramente asesinada por una multitud de Faná. 
ticos seguidores del obispo Cirilo. Su muerte llevó consigo el abandono de la ciu 
¿ad de muchos intelectuales, lo que marcó el comienzo de la decadencia de 
"Alejandría como centro cultural del saber elásico. 


Hypatia escribió comentarios, hoy perdidos, a la Ar 
las Crónicas de Apolonio ya la obra de Tolomeo. 


:a de Diofanto, a 


Astrolabio 


Reparto 


Antes de pasar a estudiar el reparto proporcional. hablemos pnmero sobre 
magnitudes proporcionales. 


161 MAGNITUDES DIRECTAMENTE PROPORCIONALES | 


“Dos magnitudes se llaman drectamente proporcionales cuando el cociente de sus valores 
Correspondientes es una cantidad constante”. 


Ejemplo | 1% Enelmovimientounilorme, elespacio y eliempo son magnitudes directamente 
propordoriales porque elcociente de sus valores correspondienteses, para cada movimiento, 
luna constante Namada velocidad. 


MAGNITUDES VALORES CORRESPONDIENTES 
Espacio =20km | e,=40Km| 
Tiempo | 


=2 = Constante = Velocidad 


Ejemplo 21: La crcunterencia y el iámetro son magnitudes directamente proporcionales. 
porque el cociente de sus valores correspondientes esla constante ( 


VALORES CORRESPONDIENTE 


40 
Cacunerernca e =2m0,=2104)=8n [c,=211,=2n(5) =10n 
Damero 4-2,-29=8 [9 -2,=249=10 
— 40 pa E. 
c 
Luego - - Constante = 


CO 
Longitud de la circunerencia (C)_ 
Diámetro de la cicunterencia (D) 


16.2 MAGNITUDES INVERSAMENTE PROPORCIONALES | 


*Dos magnitudes se llaman inversamente proporcionales, cuando el producto de sus valores. 


correspondientes es una constante”. 


Ejemplo 11: En el movimiento uniforme la velocidad y el tempo son magnitudes inversa- 
mente proporcionales porque el producto de sus valores correspondientes es, para cada 


movmiento, una constante llamada espacio. 


E nd 
Prada iical cotton 
A Y 


lla = yl =V, -l4= Constante = Espacio 


velocidad (v) tiempo (1) = espacio (e) 


- Eneste ejemplo 1, se cumple que: a mayor velocidad menor será el tiempo empleado. 


"Nota Importante: Las definiciones anteriores on las que se deben aceptar bajo un 
pumo de vista estrictamente matemático. Es corriente decir que dos magnitudes son 
«direciamente proporcionales cuando van de más más y son inversamente proporcio- 
nolescuando vandemása menos. Estos son criterios quese deben desechar porque hay 
magnitudes que van de más a más o von de más a menos y sin embargo no son derecta 
2 inversamente proporcionales. 


FL Ptemacica E == u —— 
Ejemplo: A mayor radio es evidente que se tiene mayor área en el círculo sin embargo el 
radio yelcirculonoson magnitudes, directamente proporcionales, como vamos a demostrar. 


VALORES CORRESPONDIENTES. 


crol rta 


1 4 
e. (vo son iguales) 


Arta «(Constante 
CCC 
EEC 
[AA] 
12 4r6+8012_ 

5 Erro Cool 


Siestas dos magnitudes fueron 
directamente proporcionales el 
cociente de sus valores corres- ==» 
pondentesdeberíaser constan- 

te, lo que no es cierto, porque: 


16.3 REPARTO PROPORCIONAL | 


El reparto proporcional es una regla que tiene por objeto repartir una cantidad en partes, 
recta o inversamente proporcional a dos o más números dados, 


Notación: 
$: Númeroo suma que se debe repartir 


abc: factores de proporcionalidad (pueden ser dos o más) 
xy.2: partes o sumandos respectivamente proporcionales a: a, by c 


Osea xryaz 


PROBLEMA GENERAL: Reparw el numero (N) en tes partes que sean drectamente 
proporcionales a tres numeros dados a, b, y €. 


Resolución 


Liamemos x, y. 2 a las partes buscadas, como estas partes deben ser directamente 


mo > Panel Covcñas Haquiche 
úproporaonales a los números a,b y €, el cociente debe ser constante, de acuerdo con la 
elnución de magniudes drectamente proporcionales 


la 
ab 


=E = constante 


(EE 
Por propiedad: Sabe 
propia ELIO 


¡Sabemos que: xeyezan 7) 
Hacemos que: arbrc=S 5) 
Reemplazamos (1) y (1) en () Donde: 


Fórmulas 
porusar 


Aplicación: Dividir el número 1 000 en 3 partes que sean directamente proporcionales a los. 
números 2, 3 y 5. 


Resolución; 
Llamemos x, y, z a las partes buscadas. Como estas partes deben ser diectamente 


proporcionales a los números a, b y c, el cociente debe ser conslante, de acuerdo a la 
delinición de magnitudes directamente proporcionales, 


Y - 2 - Constante 
5 
Y 2 perosx+ y+2=1000 
Le 
laz 
375 
==] 
Donde: 1) 100=% => [x=200 
Y E 
ao L > [y=3w0 


mi) w0= 4 > [2-50 


Luego, las 3 partes buscadas son” 200, 300 y 500 | Apta. 


FL Matematica Bl = — 


IEEE o trio 1 000 en rs partes rectomenlepropocoalesatcs 
OS 


Resolución: 
2 

Sean las 3 partes pedidas —|— 3k w 
ES 


Luego: — 2k+3k+5k= 1000 
10k=1000 > k=100 


E A 
Feemplazamos el vaor de “Y en (): obeniendo:— Bctermsínces habrá que hacerlos pr. 

viomente hmozinews ole el caso 
221100) =200 en que las áments el y coco que. 
K=3(100) =300 bro ene, Dc one 
la a e 


Feria apa 58 pros rectamente propones ato cmere, $ y $ 
poso 
e 2..::0-0.0 
A O 
E 

lt e de 

ps 
prog Tico 


Donde: 
» = [0] 
") > 300 
1) > 


Luego, las partes pedidas son: 270,300 y 288 | Apta. 


ENT] : 4 > 
qn + q + En - 858: Damos. común denominador: 


ASK + 50k + 48k - 959 
AS 


143k =858 60 > k=2%8:8  _ [k-360 


Reemplazamos el valor de *K” en (1), obteniendo: 


16.4 REPARTO PROPORCIONAL INVERSO. 


PROBLEMA GENERAL: Dividir un número (8) en 3 partes que sean inversamente 
proporcionales a 3 números dados a, by c. 


Resolución 
lamemos x, y, z las pares buscadas como estas partes deben ser inversamente proporcio- 


nas a losnúmeros a, b y , el producto debe ser constante de acuerso con la definición de 
magnitudes inversamentes proporcionales: 


x b= 


constante 


a y 
Estas igualdades pueden escrbisseasí | $7 = ¿Jp 


Estas igualdades nos indican que las partes x, y, 2 son directamente proporcionales a las 
inversas de los números a, b, c. Setiene entonces las siguiente resolución general 


*Para dvi el número (N) en parts inversamente proporcionales a otros números dados a, 
b, y e se divide el número “N” en partes directamente proporcionales a las inversas de los 
números a, b y e. es decir a: 1/a, 1/0 y Ue” 


EL Matemática 8 


Aplicación: Fepartr 360 en 3 partes que sean inversamente proporcionales alos números 
3,4y6. 


Resolución: 


EXA 


Por propiedad: Pero: x +y +2=360 


Donde: 1) sw-% => [x-=100 
o 0-3 > [y-120 


si) 


-2 > [00 


Luego, Las partes pedidas son: 160, 120y60 | Apta. 


Pri x] 
3 
k 
260 pa w 
k 
$) 
conde hehe E 000; Damoscomindenominado 
MAA m2 
kesortz [k=as0 
Feemplezamos elvaordercen( [E E0 
h 00 
E 
£ 400 
o 


su A int Gran ostia” 


Ejemplo: Fepartr 735 en partes inversamente proporcionales a:F- + Y 3 
Resolución: 


o 
tired: Taj 


LE 


La inversa de 3.es 1/3 e 
E común denominadora. 5,3%. 

Damos común denominador: 5, $ q e 
- Se hace el reparto proporcional directo entre los numeradores 


Por propiedad: 


EY ez 735 


y =175 


0) 


164.1 CASOS COMBINADOS DE REPARTO PROPORCIONAL 


Ejemplo: Repartir 276 en 3 partes directamente proporcionales a 2, 4 y 5 e inversamente 
proporcionales a 12, 18 y 20 


Resoluci 


- Los factores directos som: 2, 4 y 5 


- Tomamos la inversa a 12,18y20. > 1/12,118y 1/20 


1.000 
60" 10100 


PO A 
ñ 


EL Matematica 8322 o > 
Tomamos sel los numeradores y los mutipicamos por los lactores drectos 2, á y 5 puesto 
que ambos ya son directos, obreniendo. 


ERES 


2x15 0, . 5x9  Sacamosqunlaacadalerminoosea 
E dimos ers, cbteiendo: 
2 40 45 

n Mm nm 

6 B El 


Por propiedad: 


IS A O 
Luego, las partes pedelas son: 72,96y 108] Apta 


Ejemplo: Repartir el número 1 560 en tres pares de modo que la primera sea a la tercera 
¡como 7 es a 3 y que la primera sea a la segunda como Ses a 4. 


Resolución. 
Sean x=primera pane 
y = segunda pare. [> [xryrz=1500] (1 


2 =lercera parte 
Del enunciado, obtenemos: 


x 
a $ = 4] (| como"X se repite tratamos que sean homogéneos o sea que 
tomen el mismo valor para eso mulipicamos » 5 a los dos 
Mm ¿ 5f Lince de (iy 7440 on tios de ( cbteiend: 
777 


í 
" Lp >. 1-2 
22355 2515 
» IS 
a 


Reemplazamos los valores de x.y, 2.811 (1); 35k + 28k + 15k 


560 
76k= 15560 


Reemplazamos el valor de Wen x=35k + x=35(20) 
y=28k => y=20(20) 
2=15k > 2=1520 

Luego; Las 3 partes pecidas son 700, 560 y 300 | Apta 


PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
REPARTO PROPORCIONAL 


Problema ) : Reparir 288 en partes directamente proporcionales a 3 y 5 


Resolución 


Sean tas dos partes pedidas: x 8 y 


a: 
288 | 5) 
— yk 
A A A e 


Reemplazamos el valor de “K" en (1): 


x= + 06) + 1 =108 


y=5k + y=5(96) + y=160| Apta 


E Macimacia IE sn 
frotis. E : ¿Cut set mos cada dogo de un Elio, us dog Sa 
directamente proporcionales a: 1, 4, 5 y B respectivamente: 

esotución 


Sabemos que; en lodo cuadrilátero la suma de sus 4 ángulos intomos es igual a 360* veamos: 
14 Ak + Sk + 8h = 9600 + 18960 20" 


Luego, los ángulos pedidos son: 


ask > asseor [Az 100] 
Bar pazo) — [B=000 
C=1k > c=120) + |0=20* 


D=ex + D=8(20) [65-160] Apta 


vda de vease room cc dad dni dl ¿pi 
o 4.87 ercer recae ars mas que iman, ¿CN CO de ro 


e] Sk | C=ak+5k+7k 


' 


C=16k 40 


Del enunciado; el tercero recibio 42 dólares mas que el primero, obtenemos 


2-X= 42 dólares 


Thai 


42 M2 A 
Reemplazamos el valor de Y" en (1) 


C=16(14) —/ C=224dólares! Apta 


Resolución 


Sean las partes pedidas x y, 2 


Manel Paveñas Mnguiche? 


Damos común denominador 


25k 


Ak A 7d dle 
AA os 
25 


25 


225 1 28 


ES 
Reemplazamos el valor de * en (1) 

x=12 

y=ka 

2=87 Apta, 


A 
pr bi it 
am e 420 con. ¿Gu e escri? 

Fesolución 

Sen: 10 = suma repara 


Delenunciado: 7 =420 + [k=420%18 


> [x-508 soles 


> [y=<90 soles 


2 =420 soles 


Luego; La suma repartida es: X+y+2=1408 | Apra. 


TALLER DE 


orar PROBLEMAS Ne (59) E 


Problema 1: Dividir el numero 490 en 4 
partes que sea directamente proporsionates 
alos números 2.3:4 y 5 Dar como respuesta 
la mayor de las partes. 


Resolución: 


Apta: [175 


Problema 3. : Repanir 650 en 3 partes 
directamente proporcionales a 3:4 y 6 e 
inversamente proporcionales a 6,12 y 24. Dar 
como respuesta la mayor de las partes. 


Resolución: 


Apta: (900, 


Problema ¡2| : Repartir 570 en panes 
directamente proporcionales a los números 
3/4,2/3 y 116. Dar como respuesta la menor 
de las partes. 


Resolución: 


Problema 4! : Repartir lnúmero 615 en tros. 
partes de modo que la primera sea a la tercera 
ComO9.esa4y quelaprimeraseaala segunda 
'como6esas, Darcomo respuesta la suma de 
los dos menores. 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
REPARTO PROPORCIONAL. 


pa mt 
a dl 
A 
e AP 
mente proporcionales a 2:3 y 6. Dar como 
E 
ANA 
rca: Pagrk dencia: 
'mente proporcionales a 2:3/4 y 1/3. Dar como. 
rad 


A) 480 E) 180 C)B0  D)60 EJNA 


Problema): Reparir 135 en partos directa- 
mente propórionales 20,3, 1/5 y 4. Darcomo 
respuesta la mayor de las pares. 


AJIOD B)G0  C)1%0 D)120 EINA 


a q 
e 
a o E 
A 
a 


AJ4GI B)416 C)64t D)208 EJ426 


Las medidas delos ángulos de 
'unpentágono son directamente proporcionales. 
212:4.6 y 7. Hallar la medida del mayor de los 
ángulos. 


A) 196" B) 108" C)162 D)189" E)164* 


PEO Líneas nds 


Reparir 420 on partes directa | número de manzanas entre sus dos hijas, en 


artes proporcionales a los números 3y 5, sia 
segunda ha recbido 42 manzanas más que la 
primera. ¿Cuáles el número lotal de manzanas. 
ue distribuye ? 


A)146 B)172 C)186 D)168 E)184 


Problema Repartir 110 en partes 
inversamente proporcionales a 3y 7, Darcomo 
respuesta la dilerencia de dichas parts, 


AJ3I jas C)66 D)77 EJ22 


A 
O 
a a 


Hama: és mea 
mol corto ra 
de modo que lo de"A"sea alo de "B" como 2es 
o a 
o 


A) 104 B)195 C)156 D)185 EJNA. 


A 
A 
| 
a 

AJ60  B)B4- 


C)96"  D)104 E) 98" 


Problema (Í : Mepari250enteA:5y Cde 
Ein ip ridad 
a 
Ed 


AJBA B)ó08  C)120 D)6B EJa6 


E Macemacias TE 


Problema £Í) : Un padre repartió 66 soles. 
entr tres hjós Uno de Baños; oro de 12 años 
y el otro de 15 años, Si el reparto fue 
"nversamenteproporconalalas edades, ¿Cuán 
lo recio elde Baños ? 


A)S/30 85/20 C)S/5 D)S/4DEINA 


A 
pica be 
NS 
a 

dass El ra 
ein cri der 
Porra eran 
e 
Md eds Ojo Da 
A 
directamente proporcionales a 1,2:4:B.......¿2%, 
a iaa y 
te 

de 


Bo c10 


165 REGLA DE SOCIEDAD O COMPAÑÍA | 


165.1 OBJETIVO, 


D)1 EJ1Z 


probtoma: Se repare e nmero 0 dre 
lamento piSporcnal a $ números consec 
Vos. Halarla sumado que rectenel Moro 
ySo. 

AJ24  B)36  C)J32  D)34 EJNA 
Problema (Un tioreparte 75960 entre sus 
sobrinos de a Iorma siguiente: o que le toca 
al segundo es a lo que le toca al primero como 
588 29:08! segundo es alo del es lo del 
lereeroes alodelouariocomoZesas, ¿Cuánto 
rece el que le tocó más? 


A)25250  B26750  C)27050 
D)26250 — E)25750 
Clave de Respuestas 


1C0| 2B| 3C| 40/58 

so| 710 | as | 9.c|108 
Umejaze [isa | 10.8 [15.8 
16.8 | 17.8 | 18.0 


La regla de sociedad o compañía tiene por objeto repartir las ganancias o pérdidas entre los. 


diversos socios. 


165.2 CLASES: 


La regla de sociedad o compañía puede ser; simple o compuesta. 


165.3 REGLA DE SOCIEDAD SIMPLE 


Se llama simple en los tres siguientes casos 


1% Capitales iguales y tiempos iguales 


2? — Capilales iguales y tiempos desiguales; y 
3% Tiempos iguales y capitales desiguales 


Mi. Prack Onis Maguichc O 


mad P7enerCaso. Silascapiales ytiempos soiguales se deve lagononcia pérdida cnire el mioxero 
| de socion 


Ejemplo: Tres socios han lormaco una compañía aportando cada uno de ellos 500 soles al 
cabo de seis meses hay ganancias de 3/000 soles, ¿Cuánto le corresponde de ganancia a 
cada uno? 


Resolución 


o con E aras ms 


[segundo Caso: Siloscopinlessoniguales lo nempos desiguales sedicidelagonancia pérdida 
er pones diresumene proporcionales o ox tiempos 


Ejemplo: Tres socios lorman una compañia. Cada uno de ellos aporta un mismo capital. El 
úpremero durante 2 años el segundo durante 3 años y ellercero durante 5 años. Habiendo una 
¡ganancia de 7 000 délares, se desea saber cuánto le corresponde a cada uno. 


Resolución 


¡Sean x, y, la ganancia que le corresponde a cada uno, del enunciado, obtenemos: 


E > Pa nte 
5-5 - 2 Constant 
xeytz 


Por propiedad: . pero .[x + y + 2 = 7009 


-l 
3 


z 
5 


| ae: 


z 
2 
700 _x_Y 
3 


Domo 1) TO0=É + 1 400 bes 
Mm T0=% , y=2:100%aes 


| mM 70=t > 


3500 dólares. pta. 


Tercer Caso: Silos tiempos sun iguales y copualesdistguates, se divide la ganancia o pérdida 
en parte directamente proporcionales a os copiuales 


Ejemplo. Tres socios forman una compañia, el primero aporia 2 000 dólares, el segundo 
aporia 3 000 dolares y el tercero aporta 5 000 dólares. ¿Cuánto corresponde a cada socio, 
sila ganancia es de 20 000 dólares? 


FE Matemática 8 === — A 


Resolución. 
Sea: 


lo que le corresponde a cada socio 


Del enunciado, obtenemos: 
CES EE 
Porpropiedad: 2000 + 3000 + 5000 2000 


. z 
2000 * 3000 ” 5000 
3 
z 


m2 > z=10000 dólares — Apta. 


Ejemplo; Sarainicia un negocio con $ 000 dólares. Alos 4 meses se asocia con Manuel quien 
aporta 8 000 délares, 3 meses después Nataly ingresa al negocio con 6 000 dólares. Alaño 
de iniciado el negocio se electúa el balance y la ganancia es de 462 000 dólares ¿Qué parte 
de esta ganancia le corresponde a cada uno? 


Resolución. 
Este problema se razona de la siguiente manera: 


- Los 5.000 dólares de Sara fueron trabajados 12 meses, correspondiendo: 
5 000 x 12 = 60 000 dólares. 


+ Los 8.000 dólares de Manuel fueron trabajos(12 - 4)=8 meses, correspondiendo: 
8.000 x8 = 64 000 dólares. 


+ Los 6000 dólares de Nataly lueron trabajados (8 -<) =5 meses, correspondiendo: 


$000x 5 = 30.000 dólares. 
Ahora llamamos: x, y, 2 las ganancias que le corresponde a cada uno. 
Donde: A 
50 000 30 000 
Por propiedad: EE El y El 


sereno 
cn bea car inves ira 
Ec ro a PUEDO 
a ac a 
a 


Cinco amigos aportan cada uno 


A) 630 dólares 
C)810 dólares 
EJNA 


B) 710 dólares 
D) 750 dólares 


Problema (3: Tres amigos aportan cada uno 
16500 délarés para efectuar un negocio, Allmal 
de éste obtienen una pérdida de 3 510 ddlares 
¿Cuánto de esta pérdida le corresponde a cada 
uno? 


A) 1360 dólares: — B)1270 dólares 
C)1 170 dólares — D)1 400 dólares 
EJNA 

Próblema res socios han obtenido una 


ganancia de 200soles, ¿Cuántole correspon- 
de a uno de ellos, si el primero invirió en el 
negocio 4.000 soles, el segundo 6 000 soles, y 
eltercero 7 200 soles? 


A)S/1200  B)SL 1400 C)S/.1600 
D)S/1500 — EJNA, 

Problema ((): Tres socios han tenido una 
pérdida de £'800 soles. El primero invirtió en la 


sociedad 4000 soles durante 3 años; elsegun- 


Manuel Coseñas Hngitichc? 
180.000 dólares 


> y=192000 dólares 


+ 2=90000 dólares — pta. 


¡OBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
¡REGLA DE SOCIEDAD O COMPAÑÍA 


do 7000 soles durante 2años; yeltercero 4 500 
soles durante 4 años. ¿Cuálesla pérdida quele 
'conesponde a uno de ellos? 


A)S/.4200  B)S/ 3200 C)S/.2800 
D)S/ 2600 EJNA 

Problema((): Dossocios AyB ganarán 21 000 
élares al nal de los 8 meses que duró un 
negocio. Cada uno aportó 6.000 dólares pero el 
soc B ingresó al negocio 2meses después de 
le iniciación del mismo. ¿Cuántole corresponde 
A uno de ellos de la ganancia obtenida? 


A) 11.000 dólares 8) 9 000 dólares 
(€) 8000 délares — D) 6.000 dólares 
EJNA 


Problema (): Ay Breónen 0 lares para 
de neodaYA aca 55) des y 0 elo e 
O por Dina elas tenen ua 
Ganancia de 595 ms. ¿Qué pane de la 
enc e nan no de sl? 


Nica | mareas 
pal E 

Ela 

A AA 


¡con un capital de 2 500 dólares. Alos 2 meses 
entra como socio, Miguel aportando 2500 dóla- 
res y al cabo de otros dos meses admiten a 
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Walter, aportando también 2 500 dólares, Si 
después de un año de emprendido el negocio 


beneficio de2100 délares ¿Cuántoletoca auno 
de ellos? 


tienen Una ganancia de 4 500 dólares ¿Cuánto 


[ramon A) 840 Oótares BJ 600 dólares 
C)360 dólares D)280 dólares 

A) 17300 dólares — B)1:400:dólares EJNA 

C)1500dólares — D) 1700 dólares 

a 

Problema €) : Cuatro amigos forman una 

A e lc pon ene 

coplal la segunda 1/3 del capital, latercera 400 sel sal ol sn 


ólares y la cuana 300 dólares, obteniendo un 


16.5 PROMEDIOS | 
16.61 PROMEDIO: 


Se denomina promedio o cantidad media de vanas cantidades diferentes a una cantidad 
inferior a la mayor y supenor a la menor. 
Sean las cantidades: ay 27 8-58, 


Es un promedio 


Donde: spa] 


Existen vartos tipos de promedios siendo las más importantes 
16.6.2 PROMEDIO ARITMÉTICO (P.A) 
Se tama asi ala suma de “h" cantidades dividida entre “e”. 


Sean las cantidades que intervienen: 


aa 


Luego: 


Ejemplo: Calcular el promedio de: 20, 30 y 40 
Resolución, 
Por definición de promedio aritmético, obtenemos: 


20+30+ 40 _ 90 _ 
A 


A= 


16.53 PROMEDIO GEOMÉTRICO (P.G) 


Se lama así a la raíz enésima del producto de *w" factores. 


M-=—. == Manuel Coscias Vaguiche ? 


Sean las cantidades que intervienen: 3, 2, 2-8, 


Luego. PO = qa xa xa xa 


Ejemplo: Calcuta elpromedo gesménico delos ndmérós: 2/0 
Resolución. 
Por definición de PG, obtenemos: 


165.4 PROMEDIO ARMÓNICO: (P.H): 


Se denomina promedio arménico de vanas cantidades a la inversa del promedio aritmético 
de los recíprocos de dichas cantidades. 


¡Sean las cantidades que intertenen: ay, ay, 2y.. 


a, Sus inversas de dichas cantidades 
serán: 


Luego: 


Ejemplo ; Calcular el promedio armónico de: 3, 4 y 5 
Resolución 


Por delinición de PH, obtenemos: 


PROPIEDAD. 


Para un conjunto de números desiguales. su promedio aritmético es siempre mayor 
¡que su promedo geométrico y éste a su vez mayor que su promedio armónico, 
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PROBLEMAS RESUELTOS SOBRE 
PROMEDIOS. 


Problema El promedio arilmético de 6 números es 5, si dos de dichos números es 3 y 7. 
Calcular el promedio de los 4 números restantes. 
Resolución. 
Sean los números: Ay Ay Ay a, 7 

No se conocen ———) LU se conocen 
Por delinición de P.A. 

2,+2,+0, +2,+3+7 2+a,+a, 13,410 
Praga AR es ra 


y 


dO=a,+0,+2,+2,+10; > [20=3,+2,+3,+2, 0) 


Luego; el promedio de 4 números restantes sería 
2,+0,+2,+8, 


Promedio dy tte 7) 


Reemplazamos () en (0: Promedio 4,2 +5 | Apta. 


Problema É) : Halar el promedio aritmético de: 4,4, 4,0008 Y di 


Bveces 8 veces 
Resolución: 


En primer lugar, calculamos las siguientes sumas: 


4 AAA + 4=8(0) 2 32 
Bveces Bveces. 


3139, 3 = (+ (9) + (9) =6(9)=-18 


6 veces 8 veces 


Luego: Promedo =SUma Je Cantidades .(32)+(-18) 
+ de cantidades — B+6 


Problema £) : El promedio aritmético de 5 números es 25, sel promedio aritmético de 2 de ellos 
es20. ¿Cuál es la suma de los 3 numeros restantes? 


Resolución: 
Seanlos $ números 2. Ay aya, 


2,+8,+2, 18,185 


Promesa A 
tora, 


+5,+0, Mm 
Promedio dez de oe nómesos es 20, Veamos 
Promedio (245) = 2222 
Cata a] a 
- En 


Reemplazamos (Wen (): 125=a,+2,+8,+2,+ 4, 
125=3,+2,+2,+40 


ajrajtaj=ss| Apra 


Problema (): El promedio de 7 números es 20. Sise agrega un nuevo número el promedio no 
varía (O sea Sxque siendo 20). ¿Cuál es ese nuevo número? 


Resolución: 
¡Seanos 7 nÚMeroS: 3, 2, 8;, Ay By, Ag: 8) 


Promedio (7% s) 


20= 


XAO 7) 


nuevo números que debe agregarse 
a,+B,+8,+ 3,1 9,+3,1D,+X 
Luego — Promedo (eps = lito tete Cte tt tA 


2,49,40,+0,+9,+8,+9,+x 
20 


> 
Reemplazamos (1) en (11) 
E 


Eliproducto entre el promedio arimético y el promedio armónico de dos números 
es 4, Calcular el promedio geométrico de dichos números. 


Resolución: 


Sean los 2 números: a y b 
Del enunciado: PAXP.H=4 


(ez) En] 


oben] > AE [5] ¿0 
Luego: Ppo- Va A 
Reemplazamos (en; + PG=VA=2| pra 


Problema E): Elpromedioarménico de 2números es0, y elpromecio antmétco de los mismos. 
es 10, Calla el producto de dichos números 


Fesolución 
Seanlos 2nimers pedidos: ayb 
, A 
A e o 
sE 
2 


e ES y 


: PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 


Además 
hi mos (Wen) 2 20D, 
'emplazamos (Men 1) E - 12 

Problema (): Hallar elpromedi aritmético de 


los siguientes números: 


10,10,10, .10:20,20,20,....20:5,5,5.....5 
Bveces  7veces 10 veces 


AJ104 B)118 C)188 D)108 EJNA 


probiors ():Epromedo des rúmercras o 
A 
romeo de 5 número renos 


AJS8 B)OGS C)72 0)76 EjBA 


Problema (): El promedo aritmético de 10 
númeroses Ys, srelpromedioanimético dea de 
ellos es 12 ¿Cuál esta suma delos 6 números 
restantes? 


A) 108 B)106 C)102 D)9% EJ86 


Problema 
siguientes nú 


: Hallar el promedio de los 
os. 


2,2,2,2,.2.20,20,..2a,-30, a, -Sa, da 


“2 veces — “ónveces  "nveces 


mt. 2 0% 03% Na 
es 73 


Problema ():Elpomeci de 15 numerosas 


Manuel Coveñas Haguiche E 
> [6-2 a 
Ya 2za] mo 


B Siseagrega unnuevonimero el promedono 
varia. (o sea sigue siendo B). ¿Cual es ese 
nuevo Número? 


Ba 


PROMEDIOS 


AJ6 c)9 D)5  Eja 
Prottema E) E prono amérco de 8 
e EA 
Pa cc se 2 da ar ra 
a an 
a 


AJIZY Ig BIIBy1A  C)15y16 
D)16y17 — Ejt8y19 

Problema (Í: El promecio geométrico de 2 
números es 4 y el promedio armónico de los 


mismos es 3, Hallar el promecio aritmético de 
dichos números. 


A)19/3 B)15/4 C)10/3 D)B/3 EJNA 


protiema E): El poned arméic de 2 
pa e 
E a 
ble 


Ajrém? Bjom  C)nim” D)nóim Ejmén 
A 
e 
Y qa an 16 Dar como espesa 
na nl cdo dre 
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AJ1Z BIMI C)13 D)IS EJNA 


Problema KÓ) : Sean a yb os núms 


enteros, sí el producto del promedio aritmético 
con supromedio armónico es igual doble desu | 1.D | 2.8 | 3C | 4.B | se. 
promedio geométrico, entonces el menor valor || 76 l 50 ño.e | 


de“a+b'es: 
¡$q_rR o —— 


AJ5 m5  cj4Í os ej | 


16.7 REGLA DE MEZCLA 


Se lama mescla o aligación a la unión de varas sustancias conservando cada una de ellas 
su propia naturaleza. 


En el comercio se acostumbra mezclar diversas clases de una mercadería con el objeto de 
poder venderlas a un precio promedio. Se llama precio de una mercadería al costo de la 
"unidad y valor al costo total de la mercaderia. 


Si 10 kilos de arroz cuesta 32 soles, el precio de esta mercancia es 3/20 soles y su valor es. 
32 soles. 


EN GENERAL 


Sillamamos (V) al vator de una mercadería, (5) a su precio y (1) al número de unidades se: 
tene. 


v=up 
167.1 REGLA DE MEZCLA DIRECTA. 


Tiene por objeto determinar el precio promedo de una mezcla. Bastará para esto, dividir el 
valor total de la mezcla entre el número lotal de unidades de la mezcla 


Ejemplo; Se ha mezclado 200 los de aguardiente de precio S/. 5 con 300 tros de precio 
SÍ. 7 y con 500 litros de precio S/ 9. ¿Cuál es el promedio de la mezcla? 


Resolución: NP litros | Costo 
200. htros 200% S/.5.=S/. 1.000 

te) | 300 ros 205.7. =S/.2100| (0 
500 litros 500 x S/. 9. =S/. 4 500 
1000 tros S/ 7600 


Lucgo: — Preciopromedo = ¿9 =S /.7.60 


Demostración: El precio obtenido S/. 7,60 se llama precio promedio de la mezcla porque 
es una cantidad promedio entre precios dados S/.5., S/. 7. S/. 9, 


Manuel Coveñas Haguiche” 


tuego sí 5 ELLO as preo 51.79 ELO segun eco 


S/. 4500, 


51.9 2159 - tercer precio 


Yahemosvistoquelasuma delos numeradores dividida entre la suma delos denommadores, 


constituye una cantidad promedio. 
1000 + 2100 + 4 500 . 7.600 _ 7 GO (precio promedio) 
200 + 300 + 500, 1000 


Nétese: Que S/ 7£0esunpreciopremedinque es muy difereme al promedinaviméticade los res 
reis dados cuya valor a. 


SI 5+S/ 7+S/.9_S/ 21 
AO 


=8/.7 


Problema _1 |: Se mezctan 100 ltros de aceite de 12 soles con 400 Itros de aceite de 15 
soles el ro ¿Cual es el precio promedio de la mezcla? 


Resolución 
- Disponemos los datos de la siguiente manera 
we de 1uos Costo 
100 100xS/ 12=5/. 1200 
200 400xS/ 15=S/. 6000. 
0. > 7200 


1 


x 


Porregla de tres: x=S/.7200 - Sy 19,00 
500 


El precio promedio de un tro de la mezcta es de 14,40 soles | 


Problema 2: ¿A qué precio se debe vender el kg de una mezcta para ganar el 20% del costo 
sabiendo que en ela se han empleado 50 kg de un producto P de S/. 32 el e, 30 kg de un producto 
Ode Sí. 45 el kg, y 20 kg de un producto R de S/. 26 el kg. 


Resolución: 


- Piero hallamos el precio promedio de la mezcla. 


[coso] 


50 50XS/ 32 = S/. 1 600 
30 30XS/. 45=SI. 1350 
20 20xS/.26. 

100 
1 ———=== x 


Porregi deme: — x= SL BA7O 5) 3470 


El preco promedio es de 34,70 soles, El 20% de 34,70 soles es: 


20% S/.24.70=S/. 6.94 
100 


Elkg dela mezclase debe venderen: S/.34,70+5/.6,94=S/.41,64 para ganar el 20%. 
¿el costo. 


167.2 REGLA DE MEZCLA INVERSA. 


Tiene por objeto determinar el número que se debe tomar de dwersas clases de una 
mercadería para obtener una mezcla de precio promedio dado. 


¡Casos oe una Mezcta oe Dos Chases. 
PROBLEMA GENERAL. 


Setieneunaclase de precio superior (5) y otra clase de precio inte (). ¿Cuántas unidades 
hay que tomar de cada clase para obtener una mezcla de precio promedio (m) 


Resolución. 


Designamos con la letra (x) el número que hay que tomar de la clase (s) y con la letra (y) el 
'número de unidades de la clase('). 


¡Como la mezcla tendrá (x + y) unidades y su precio es (mm). su valor será: (x + y)m 


Es eudente que este valor de la mezcla debe serigual ala suma de los valores parciales de 
las dos clases, que son (5.x) é (1) podemos pues escnbir 


5x+iy=(0+ym 
sx+ly=xmeym 
Sx-am=ym-iy 
xem= ym) 


(Fórmula) 


Pret Eoveñas Haguiche E. 
Estaesunalórmua generalporapicarcomose observalalérmuladásimplementelarelación 
delas incógnitas (+) é (y). Para dettmmanas los valores de [+ € (y) será necesano saber el 
"húmero total de unidades “e + YT que ha de tener la mezcia, o alguna ctra relación entre 
dichas incógnitas. 


APLICACIÓN 
Un comerciante tiene dos clases de aroz. El preci dela primera case es /. 3,40 y elprecio 
dela segunda clase es S/. 2.80 ¿Cuántos klos debo tomar de cada clase para oblener una 
mezcla de 1 200 kilos de precio promedio S/. 300 

Resolución 


Aplicando la Iómmulatenomos: ¿=P l 


Luego: 


Estonos indica que la mezcla debe ser hecho enla proporción de 1 parte de la primera clase 
y2 partes de la segunda clase. Como la mezcla debe tener 1 200 klos, bastará repartir 200 
ios en dos partes directamente proporcionales a los números 1 y 2 lenemos asi: 


Por propiedad: x+y="1 200 kilos 
Donde 
y =800 kilos 
De cada clase deben lomarse 400 y 800 kilos. 
COMPROBACIÓN: 


¡ezclamos 400 kilos de precio S/. 3.40 con 800 kilos de precio S/. 2,80 tenemos como 
precio promedio S/. 3/00 


ss | Pottexanaco=s11ae0] 
1800 kos x S/. 2.80 =S/. 2.240 


1200 halos S/.3.600 
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romedio=— 53600 = S/, 3. 
Precio promedo == 53600 5.300 


Otro Método: 


Aplicando la fórmula: — Precio promedio 


Donde: — C,C,= Cantidad de arroz de cada ase 


P,. P, = Precios de cada clase de arroz 


Reemplazamos valores, obtenemos: S/ 3100 =MS£. 3:40) + y(S/ 280) 
x+y 


A+ Y) =3,4x+2.8y 


02y=04x = [y=2x% 


Pordato: x+y=1200 — (M 
Reemplazamos (1) en (I): —x+2x=1200 —+ [x=400 klos 


De(): y =2(400 kilos) —+ [ y =800 llos 


Problema 1]: ¿Cuántos kg de harina de S/. 10 el kg y cuántos kg de S/. 20 el kg scrán 
necesarios para oblener una mezcla cuyo precio promedio sea de S/. 187 


Sea: de kg que hay que lomar del de mayor precio (S/. 20) 
y= H de kg que hay que tomar del de menor precio (S/. 10) 
Por fórmula: 
Donde Ma Precio promedio (S/. 18) 
5= Precio superior — (S/ 20) 
recio interior(S/. 10) 
x.8 
Luego: +3 


Esta Última relación significa que por 2 kg de S/. 10 se toman 8 kg de S/. 20 


Observación: No vaya a pensar que e la única solución paro que sepas existen oras. 
soluciones como el que le mostraré. 


E E 
rel .— sacamos la término, e 7 
sil a bs e [ud] 


Esta última relación signiica que por 1 kg de S/ 10se toman 4 kg de S/, 20 


x.8 
-Delarelación:3 =>; muliplicamos por 26 por 3, ete Pr 
a cada término, obleniendo: [ste 


Esta últma relación retación signilica que por 4 kg de S/, 10 se loman 16 kg de S/. 20 


Otro Método: Distribuimos datos de la siguiente manera 


Promedio. Diferencia 
Precio 


Precio menor. 10 


Precio mayor: 20 


La proposición de mezcla significa que: Por 2 kg de Sí 10, se toman E kg de S/. 20 


Mota: Tibia s puede aplicar la Joa del robin mero | 


Problema 2 |: ¿Cuántos kg de semila de S/_ 30 el kg deben mezclarse con otra semilla 
de S. 42 y de S/. 45 el kg para obtener semillas de S/. 40 el kilogramo? 


Resolución 
Disinbumos los datos de la siguiente manera: 


a) Comparando los precios S/. 42, y S/. 30 con el promedio S/.40 


Precio menor. 30 


Precio mayor: 42 


EL Mtematica E 3 sn 1 


b) Comparando los precios S/. 45, S/, 30 con el precio promedio S/, 40 


Promedio. Diferencia Proporción 
Precio Y 


Precio menor: 


Preclo mayor: 


De las proporciones, obtenemos que 


2 kg de 30 soles 10 kg de 42 soles 
5 kg de 30 soles Además [10 g de 45 soles 
7 kg de 30 soles 


3? 


ara obtener semillas de 40soles elkg debemos mezclar” kg de dOsolescon 
10 kg de 42 soles y con 10 kg de 45 soles el kilogramo. 


Comprobación 

7% S/.30=SI 210 

+ [10% S/42=8/.420 | + Precio promedio = A 40 
10% S/ 45 =S/ 450 


27kg  S/.1080 
Problema 3] : Se tiene cuatro clases de una mercadería cuyos precios son: S/ 260 . 
Sí, 285; 5/. 300 y S/. 250 ¿Cuántas unxdades hay que tomar de cada clase para obtener una 
mezcla de 3 000 unidades de precio promedio S/, 270 

Resolución: 


a) Hallamos las proporciones de mezcla de las mercaderias. 


Panuct Coveñas Haguiche? 


15 unidades de S/. 260 


L> 10 unidades de /. 285 


[> 10 unidades de S/. 600 
15 unidades de S/.250 


10 unidades de S/. 285 


Poner, 2 
a TA 
Panas 
ma 
E.narr 250 a [7 
hera 20 200 [ra] 
a 


[> 30 unicades de S/ 250 


[> 20 unidades de $/. 300. 


Sumamos los ltros de las proporciones (1). (2. (3) y (4). obteniendo: 


b) 


Porpropiedad: 


(15 + 30) = 45 unidades de S/. 260 
(10 + 20) = 30 unidades de S/. 285 
(15 + 30) = 45 unidades de S/. 250 
(10 + 20) = 30 unidades de S/. 300 


Total 150 unidades | 


¡Como necesitamos 3.000 unidades de mezcla, repartimos proporcionalmentelas 3000 


unidades entre números 45, 30, 45, 30; luego: 


TH 
A 


xi y+men= 300) 


Paraoblener 3000 unidades de mezcla de 270 soles, necesitamos mezctar 900 
unidades de 260 sales; 600 unidades de 285 soles, 900 unidades de 250 soles. 
y 600 unidades de 300 soles. 


Nora: Los problemas de 


pro o acen nr so sed 


Problema 4: ¿Cuántos galones de aceite de S/ 80 el galón se debe añadira una mezcta 
¡en la que se han utilizado 14 galones de S/. 60 y 28 galones de S/. 70, para que el precio 
promedio de un galón sea de S/. 70 


o 
rt. [prom 


Donde Cy, Cy: Cy, = Cantidad de galones. 


Py. Pa, Pa, = Precios por galón 


Reemplazando valores, obtenemos: 


£/. 70 -ÁSÍ_80) + 14(SL, 60) +28(S/, 70) 
xo 14,28 


7080%.+.B40.+1:960 
(42+x) 


7(4Z+x)=8x+280 + 204+7x=Bx+ 280 


Se necesitan 14 galones de aceite de S/. 80 


S Manuel Coseñas Haquicáe ? 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
REGLA DE MEZCLA 


E 


problema E): ¿Cuál es el precio promedio 
e un Klogramo de una mezcla en la que se ha 
útiizado E kg de arroz de S/. 0,60 el kg y 12 Kg 
de arroz de S/. 0,80 el kg? 


prettema): ¿A qe peciose ave vencer 
is dsd rec paa gara O de 
Ple 
eS 32 to 
Sia, blur estress 
dr 5 10 ls? 


Probe: ¿Cuántos kg de una sustancia 
“mM deS/ 38elkgy cuántoskg de una sustancia 
“N 08/42 elhg serán necesanos para oble- 
ner una merda cuyo preco promedio, por kg 
sea de 997 


prosas): ¿Cutral de osea 
e aos 
a ams? 
o 
E 


Problema): Un comerciantetiene detergen- 
to de S/. E el kg y de S/. 9 el kg. ¿Cuántos 
logramos de cada clase debe mezclar para. 
obtener 630 kilogramos que resulten a S/. 7 el 
ho? 


rial Y cal 


16.8 INTERÉS COMPUESTO ¡ 


12 el kg con Bkg de1é de S/. 14 el kg. ¿Cuánto 
vale el kg de meza? 


e A 
A ie 
A 
Ebc AA 


ii PRA 
o a aa 
o 
rn Ia 
A o 
cada clase debe utilizar para obtener 580 kg de 
toa 
oran? 


Clave de Respuesta 

1 S/.072 2. S/.32,08 

3. 3kgdeS/.38 TS 
1kg de S/. 42 

5. 210KgdeS.6 | 6.1323 
420kg d0S/.9 

7. S/.3481 


8. 18 kgdeS/.30; 16 kg de S/ 32 
12 kg de S/. 37; 12 Kg de S/.40 


DEFINICIÓN: Es el interés ganado por el capital orignal (c) que no se hace efectivo al 
propietano, si no que es agregado a su capital, formando un nuevo capital, es decir los 
Intereses se capitalizan o convierten en capilal y consecuentemente ganarán intereses en 


adelante. 
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DEDUCCIÓN DE LA FÓRMULA DE CAPITALIZACIÓN SIMPLE. 


Capialocjaal + (interés del Capialincia) =(C +C0=C(1 +1 


(Capielalinal + (terésdelcapial =C(1+D+C( e DÍRC( + 
delaño 1) allealdelaño 1) 


[Capital al final interes del capdal—=C(1+P+O1+ Di 
loz, afnaiddaño) 


(Capital al final. Uenesés delcapllal Cfr sit Ote ni= CA 
del año (n-1) alfinal del año (0-19) AR 


En goneral los elementos que intervienen en el cálculo del capital final (C) 6 
monto de electivo: 
CO=clt+I" > (Fórmola 1) 


Donde; | C=capitalfinal c = capital inicial o principal 
(¡asa de interés por periodo (año, semeste, vimestre o mes) 
lempo (años, semestres, trimestres o meses) 


La fórmula (1) es la fundamental del interés compuesto y penmito resolver los siguientes 
problemas. 


16.81 PROBLEMAS SOBRE INTERÉS COMPUESTO 


1%. Cálculo del Capital Final. Se obuene.con la fórmula (1) que cuando “nes un poco 
¡grande se puede calcular por logaritmos. 
Existen unas isblas (Tablas Financieras) en las que viene calculado (1 + 1 para 
cíistimos valores dei y de “h” con az eras decimales, con el uso de estas lablas, el 
cálculo del capital Imal se reduce a la mutipicación del capital inicial por el término 
(1+ 1 correspondiente al problema, que lo dá la tabla. 
Problema 1 ¿Unindustriallomó en préstamo la surna de 100 000 dólares para adquif una 
máquina y cóncertó que al Ínal de 3 años pagaria el capital inicial más los intereses 
captalizados a fin del tercer año ala taza del 45% anual, Calcular el monto a pagar. 


Resolución 


Datos: |-| Préstamo: c—$ 100.000 1asa interés anual: ¡=45% =0,45 


Tiempo: n= 9años 


Reemplazando valores en la lórmula: C=c.(1 +iY'; se tiene 


>“ Coca Magic 


C=8 10000011 +045P 
C=5. 100000(1..45'=5. 100000 (9048 625) 
O =5 304 862,50 6 


Respuesta: Elmmonto pegar os de 304 862.50 ares | 


Problema 2! : Encontrar cuál sería el monto a pagar en el anterior si los intereses se 
capalzan Inmestralmente. 


Resolución 
Prestamo: c =$. 100000 
Datos |] Tasa de interés anual = 0.45 => 1258 de interés Inmestalmente = 0,46 : 4 = 0,1125] 


Tiempo: 3 años; pero el año tiene 4 lrimestres, entonces: n= 3x4 = 12 


Reemplazando valores enla lórmusa: [C= 01 +39] e uene: 
C=3.100.000(1 +0.1125)% 
C= $, 100.000 (1.112 5)'? ; tomamos “log” a ambos miembros: 
log C=10g 15100000 (1,1125)'9 
log C = log 100.000 + log (1.1125)2 Er 
log C=5+ 12109 (1.1125) cd 


log C=5+12(0.0463)=5+055562 5,5556 
lo9C=55556 ""* C=antlog,y5.5556=105%5€ =$ 36041615 


, Observación. — Comparemdo este problerva co el unerior vemos la diferencia eu el 
soltado prodcto inictomenne del hecho que el problema (2) los intereses se capializan 
trimestralmente y en el problema (1) enualmente. 


2% Cálculo del Capital Inicial 


De ta tórmula (1): c(1 +1); despejamos *c”, obteniendo: 
e 
eE | Cómo 2) 


Problema: Un niño liene 8 años. Su padre quiere colocar una cantidad “e” en un banco; a 
nombre delniño; para que cuando cumpla 20 años disponga de $. 20.000. Elínterés que paga 
el banco es del 8% añual. ¿Qué cantidad deberá colocar el padre? 


EL Matemácica IE) _ E 35 
Resolución 


Capital mal: C=5. 20 000 
(Datos) Tasa de interéz anual: ¡=8% = 0.08 
tiempo: n=20-8=12 

Capital inicial: 


feemtieianiieoian enteiónc :=—S NS 
MT) 
Cc 20000 20000 y c= 20000 =TO02aS72 
(1+0.08)" (1,08) % 25181701 


Respuesta: La cantidad de dinero que debe colocar el pace es de 7 942,257 
2 dólares. 


3* Cálculo del Tanto Por Ciento. 


Dela fórmula (1): [€ =c.(1+47 |; despejamos*T, obteniendo: 


ye (Fórmuia 9) 


Problema: A qué tanto por ciento fue colocado un capital de $. 1 000 que en 10 años se 
¡convirió en $. 25007 


Resolución: 

'Capñal inicial 0 =$. 1000 

|| Capñalfinal =$ 2500 

Dal empo: 1 =10años 
Interés: i=? 


srta emi EEES 


2500, y 
ES A ES 


141/25 ¿tomamos log a ambos miembros: 


lo9(i+ 1)=109 Y/ZE 


1 T yd 
ba agp losas log YA = toga 
bt 1=)/ (039799 =0109794 


nr 


1=1.095 958 2» 


,095 958 2 


¡=0.1 aproximadamente, pero: 


2 i=10% 


Respuesta: El anto por ciento al que fue colocado el capital de 1.000 dólares | 
es del 10%. 


4% Cálculo del Número de Años (n) 


El cálculo de “h” exige emplear logarilmos; pues la ecuación (1) es una ecuación 
exponencial en “a”, 


Detalérmula (1; [C=c(1 +00 ] ¡tomamos 109” a ambos miembros 
log C=10g [e(1 e 0 
logC =loge + log (1 + ip 
log C = log +n log (1 +1); despejando “n" se ene: 


O ' 


Problema: ¿Cuánto tiempo se necesitará para que Un capital e ; quede duplicado al 8%? 
Resolución. 


A = 0092 + ore) —Toos _ tog2 _ 030103 
log (108) log108 — 0,033 4237 
n=9años 


Respuesta: Eltiempo que se necesita para que su capital; quede duplicado 
al8% es de 9años. 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
INTERÉS COMPUESTO 


Problema (): Hatar elcapitltinalcorrespon- 
ente a $, 2000 colocados al 10% durante 15 
años 


Problema É) : Una persona dojé una herencia 
de $, 3000 colocados en un banco al 9% con la 
condición de que el beneliciaño no los retre 
hasta cumplise 30 años, ¿Qué capital se ob- 
tencia después de los 30 años? 


Proton Us Hole el capta nit que 
colocado al cure 20 años e comia en 
izo 


Problema () : ¿A qué tanto por ciento se 
colocó uncaptalde $ 3500 que en 12añosse 
Como ens 82005 


Problema (): Un capiial de $ 30.000 se 
¡comarió en 5 años en 5. 42 000, ¿Cuál lue el 
tanto por ciento de interés? 


Pretema Y) : ¿Encuánto se convionen: 
30 10% Hess de 10 años? 


16.9 ANUALIDADES | 


A A 
población de una ciudad es del 10% anual ¿En 
pri lo 


Problema () : Hallarel capital necesario para 
que aa vuelta de 10 años, colocado al 10% se 
os convierta en $ 40.000. 


Prootma Y Sis4ccion ls ares de 
a do mer companero 
años, ¿Qué capital recogeré al linal? 
problema (6): ¿En cuántos años, 5 12000 
oradores competente 
aso 


A deso 
a 


5 5% 6. $778,12275 
7. Taños 8 515421791 
9. $eeza1es | 10. gaños 


DEFINICIÓN Se llama anuslidad ala cantidad! que se impone todos los años para lormar 
un capital (anualidad de capitalización) o para amortizar una deuda (anualidad de amortiza- 


ción), 


16.91 ANUALIDAD DE CAPITALIZACIÓN 


0) - Silos pagos se hacen al final de cada periodo, se tendría lo siguiente: 


Supongamos periodos de 1 año durante 


La última anualidad no ganaria intereses » a 


La penúlima ganaría intereses de 1 año 4 
La antepenúltima ganaria intereses de 2años 


a Tarucl (avcñas Haguiche E 


La tercera ganarla intereses de (1-3) años + altiro 
La segunda ganaria intereses de (n-2) años + a(14 1? 
¡La primera ganaria intereses de (n - 1) años. ae 


Sumandotodas las anualidades con susintereses, es decirtodos los valores finales obtenidos. 
para las anualidades, la suma debe ser igual al capital C que se desea formar, o sea: 


Omar altre ade are ara 


Esta últma suma es una progresión geométrica de razón: (1 + 1) y primer lénmino “a”; 
aplicando la fórmula de una progresión geométrica: 


a, = úlimo término 
Donde: | F=razón 
a, = primer término 


a0 la arena 


cda Po 
T 


De donde: — ( a=seríata anualidad a pagar 
€ = el monto a capitalizar 
¡= interés 
n=número de años 


1) Silos pagos se hacen al comienzo de cada periodo, entonces: 
La última anualidad ganaría intereses de 1 año. > a+ 


La penúltima anualidad ganaria intereses de Zaños + a(t+iÑ 
La antepenólima anualidad ganaria intereses de Jaños > a(1+iP 


La tercera anualidad ganaría intereses de (n-2) años + a(tRip? 

La segunda anualidad ganaria intereses de (n- 1) años > a(t4 ip” 

La primera anualidad ganaría intereses de n años > air 
Sumandotodaslas anualidades con susintereses, es decirtodos los valores finales obtenidos 
para las anualidades, la suma debe ser igual al capital C que se desea formar, o sea: 
mallorca ada 


Esta Última suma es una progresión geométrica de razón: (1 +1) y primortérmino “a (1 +17; 
aplicando ta tórmula de una progresión geométrica: 


a, = primer lérrmino. 


Reemplazando valores en esta lórmula, se ene: 


ar (ena ae 


$ AT 


C=a(1+»)| 


Problema 1 |: Manuel decide el 1* de enero de 1 961 que para fines de 1 983 debe reunir 
elcapitalde $. 150.000. ¿Qué anualidad debe imponer a parir de ese año alfinal de cada año 
al 10% de interés. 


Resolución. 
¡Como los pagos se hacen al fnal de cada periodo, se aplicará la siguiente lórmuta: 


le. (99=3] 
E fia 


Endonde: — [CG =8. 150.000; ¡= 10% anual=0,10 
n=(1 989-1981) +1=9 años; a=7 


Reemplazando valores en la fórmula, se tiene: 


. 
(1,0, -1 (0-1 
ss0000 a [tico] fot] 


0000022] 
rr 
Za mm.  a=545317,22, 


al íinal de Y 983 al 10% de interás anual es de $. 45.317,22 


Respuesta: La anualidad que debe inponerse a partir del 1* de enero de 1981 ] 


Problema 2]: Cuátdevería ser etvato de la anualidad del problema (1) silos pagos se 
hubiesen elecuado a comienzos de cada año; comenzando porel 1 de enero de 1381 


Resolución. 
¡Como los pagos se hacen al comienzo de cada período, se aplicará la fórmula: 


EN a 


C=a(1+) 


, 150.000 ;1=10% anual =0,1 
=3años, a=? 


Reemplazando valores en a fórmula, so tiene: 


150.000 = 2.019 09 pa 
e 


ES 


a (3, 649) 


1 


150000 = a 


A a=$ 41 197,473 
3, 641 


Respuesta. pagos se hubiesen efectuado a comienzos de cada año la. 
inualidad seria de $41 197.473. 


16.92 ANUALIDAD DE AMORTIZACIÓN 


'A. Silos pagos se hacen al final de cada periodo se tendría (supongamos; tiempo = 


m7 


La última anualidad no pagaría intereses a 
La ponúltma, pagaría un año de intereses 0) 
La antepenúlima; pagaria dos años de Intereses. + a(1 «IP 


4 


La tercera pagaría (n -3) años de intereses > aisiyo 
La segunda pagaría (n - 2) años de mteresos > areip? 
La primera pagaría (n- 1) años de inoroses. > ae 


Luego, al final del año “e”. El valor de la deuda incluyendo los intereses: 
D(1 +1)? debe serigual ala suma de las anualidades, osca: 


Demas aller Peal ar 


En donde: *D” es la deuda a 
amortizar y”a" la anualidad pagar. 


B.. Silospagosse hacen al comienzo de cada periodo, se puede bacerun análisis mir y se 
legará 


Problema 1: Nataly, pidió prestado $. 2.000.000, Al 10% anual amontizable en 5 años. 
Calcularla cantidadflja que debe poner alfinal de cada año para carcelar el préstamo más. 


sus intereses, 
Resolución: 
¡Como los pagos se hacen a linal del periodo, se iene. 
y Donde: | D=S.2000000 
o 10% =0.1 
n=5años 


Reemplazando valores, se tiene: 


100,197 


sarao [E 


0,620 9219 


$ 2000000 =a- ; [=a [3,790 787) 
$ 2000000 = 
Hr > 2=8 527 594,92 


Problema 2|: Calcular la cantidad fija que debe cancelar a comienzo de cada año para 
cancelar a deuda más los intorosos del problema (1. 


Resolución 
TEO 
A 


101909 -] 


Reemplazando valores en la fórmuta: | p. 


Se oblene: — $ 2000.000= a(1+0,1) 


$ 2000 000=a(1.1) 13,790 7871 


2000 000. e y 
51600057 0 a=$479 631,75 


anuet Poueñas Vaguicho 


E 


PROBLEMAS DE REFORZAMIENTO SOBRE 
ANUALIDAD DE AMORTIZACIÓN 


frotis) ¿Cot sor cap qu se 
Er o q 
al 110% de interés anua? (los pagos se hacen al 
ie 


escama E ¿Qué amic ind 
a 
iaa 
a o en 


probar : rut caca cue store 
o 
pe ela ca 


prottema E): ¿Qué anuntad deve epostar 
'un padre al prinopio de cada año, en un banco 
ara Ibon air creta fra 
que al cabo de 20 años su hijo, que acaba de 
Sr on A 550 ano 


a ie A 
Pcia, Ani ai 
a 
anual? (los pagos se hacen al final de cada 
ano). 


prziema €): ¿Durante cuéics años debe 
o e da O ra 
Ma de. Y 00, seno lies el 
a e ec e 
hi 


Problema (: ¿Qué anvalidad debemos pegar 
alinaldecada año para que pagados 18 años 
Vayamos amonizando una deuda de $. 30 000, 
siendo e interés del 6% anual? 


A A 
pig ce e rinbe 
el interés del 6% anual? (los pagos se hacen al. 
eno cs o) 


prenión == 1050 aoRIratA cue 
Perea carre 

O ve pararon els 
cada año). 


Problema : ¿Qué deuda podremos 
amorizar aboHóndo cadaaño una anualidad de 
5.500, duranle 12años, sel interés es del 8%? 
os pagos se hacen al comienzo de cada año? 


1) C=$.10692,142 | 2) a=5.326,941 


3) C=$.14038,988 | 4) a=5.799,6193 
5) n= 13años 6) ns 14 años 
7) a=5.3088,8825 | 8) D=$ 62,195 


9) 2-54 025,897 


10)D=S.4069,482| 


EL Matemática 5, om 
TABLA | 


Valores de las funciones trigonométricas con cuatro 
El ángulo 0 en grados y en radianes 


sect A 
1.000] [90-00 

000 50 

000 30 

1.0001 30 

000 | 9008 20 

000 | “900 dol 

Loco] son [13sos [so 

00] s98[ so] 50 

000 lo 

1.000 30 

200! 20 

EN 10 

1001 ca 

] E 

20 cor so 
30 1.008 30 
do 001 20 
50 cor lo 
00 1001 700 | 
10 co EJ 
20 00 so 
30 1002 30 
0 002 20 
50 002 lo 
or 002 600 
10 vos 50 
20 008 so 
30 1003 30 
so cos 20 
so _004 1o| 
oo 1004 as-o0 
10 Do 0 
20 004 so 
30 1.008 30 
so 008 20 
E] 00 so 
sor 1.006 3 


5 a — Planacl Goveñas Haguiche 
Tablas 
TABLA | (Continuación) 


E 
E 
i 


a 


10 


sstenilasias 


3] 
'ejssgss8lesgss8lsseas8lss88 


= 


20 
30 k 
40 03 
50 320 
100 281 
0] 16] 
2 ] 
30 5.06 |: 
so 4965 
50 1876 
[52-00 CEE 
TO 745 
E 582 
30 ajzo 2217 | 0511 | 1.004 
40 560 | 287 | 449 | 025 
502 | 278 lE 
13700" 4,445 | 2309 | 4.331 | 1,026, 
seco [coto] tano |esco 


TABLA 1 (Continuación) 


328 


1.043 


Grados seno] esco [tano | coro | seco 
102 | 
10 027 
20 cs 
30 1.028 
“0 E] 
50 0% 
1400 | 10 7 
10 a 
20 032 
So 1083 
so 0% 
50 0% 
1500 ios] Ea 
o 43 
20 07 
30 1.038 
30 E] 
E 09 
00 
10 
20 
3 
so 
Er] 
00 


E 
E 
3 
El 


s8s588/38858/8[538588|388588|58858| 


To | 896] 555 | 712 
20 | 2025 sas | 683 
30 | 3054 9537 [1,2654 
20 | “083 sen | 62s 
so| 13 520 | s0s 
35700 | 3182 3511 [12566 [727001 
10m 537] 50] 
20 | 200 ase | sos | 40 
30 | 3229 ses [12079 | 30 
20 | “258 ara | “450 | 20 
so| 287 «65 | «er | 10 
00 | 3916 ass [12902 [71000 
107 1553 50| 
20 33 | so 
30 12305 | 30 
20 475 | 20 
2 | sol zas | 101 
20700. 007 [182177000 
sen 0 Radianes| Grados 


[Angulo 0 


a 
8 


4384 


ss 


867 | 4107] 
506 | 435 
4625 [4862 
MS 

| sa | 
(371220 


Teos 6 


Iebeseatlzes 


Tablas 


TABLA 1 (Continuación) 


sen 0] esco [tone 
5t6 | 781] 787 
1 
2 
30 
20 
50 
0 
10 
20 
30 
30 
| so 
ET 
10 
20 
30 7826 
40 306 
5 79% 
00 Fil 
pa 789 
20 735 
30 d 
so 
so 
4000 
10] 
20 ES 
30 71608 
20 EJ 
50 
aoo” ETA 
seno 
Langue y 


FC Matematica 81 a Ca, 


Tablas 
TABLA 1 (Continuación) 


angie Y 


Grados | Radianes! sent | esc [tano 
arco | 7156 Loser | 1,00 | 0009 
19 | 185 | 509] 89] 748 EJ 
20 | 214 | 000 | sá) 700 32 
30 | ee | 026 0047 1338 
do | Ur | ss 20 E 
so| 30 | 6 ES] El 
200 | 7300 5601 3004 1306 
10] 388 Él 057 349 
73% 3 0 
756 1380 30 
ud 300 20 
709 E] o] 
¿50 1.367 la700| 
ar Sí E 
E 3 30 
ceo 1379 30 
ES 302 20 
EA 306 io] 
0100] 26796987 1390. o 
10 | “7091 9er EN E 
zo | 708 | 08 30 so 
30 | 1er | 7008 402 30 
so | “rs | 00 206 ES 
so| 0s | 00 slo to 
2500 | 7054 | 70n vara Jás7o0- 
Em] ceo [cados 
E “Angulo y 


on hara frena pia 
TABLA n 

Logaritmos de los números del al 10 con cuatro cifras decimales para valores 

"mayores escriba el numero N en la forma N = n 10% 1 <n <10,€ un numero 

entero y usese log N=lognxc 


o lolerrnas: 


ES] 

E ose | 
1] asno | 9sss | 9600 E] 
2 | '963a | 9583 | 9647 557 
12 | 9605 | ouño | 9608 Ez 
4 | ora | 9736 [0741 Sera 
95 | “9777 | 9782 | 0706 JO 
96 | 963 | 9627 | 902 ENS] 
as | 5068 | 0aíz | 9877 290 
sa | ¿9012 | 0917 [9821 9952 
99 | sas | 0061 | 0965 9906 


« 
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